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LỜI NÓI ĐẦU 


Giáo trình được viết theo nội dung môn học “ Kỹ thuật lập trình nâng cao” với mục 
đích làm tài liệu tham khảo chính cho môn học. 
Giáo trình gồm 2 phần chính và một phụ lục : 
Phần I. Đệ quy. 
Trình bày về chủ để đệ quy trong lập trình bao gồm các nội dung sau : 
- _ Khái niệm đệ quy và vai trò của nó trong lập trình. 
- _ Cách xây dựng một giải thuật cho một bài toán bằng phương pháp đệ quy. 
- _ Cơ chế thực hiện một giải thuật đệ quy. 
- - Khử đệ quy. 
Phân II. Kiểm chứng chương trình. 
Trình bày về chủ để kiểm chứng tính đúng của chương trình bao gồm các nội dung 
sau: 





- _ Vai trò của vấn để kiểm chứng trong lập trình. 

- _ Các phương pháp dùng để kiểm chứng tính đúng . 

- _ Hệ luật Hoare và áp dụng của nó vào kiểm chứng tính đúng có điều kiện. 

- _ Hệ luật Dijkstra và áp dụng của nó vào kiểm chứng tính đúng đầy đủ. 

- _ Dạng tổng quát của bài toán kiểm chứng và phương pháp kiểm chứng. Các lược 

đồ kiểm chứng và tập tối thiểu các điều kiện cần kiểm chứng. 
Phụ lục . Các kiến thức chung về logic. 

Trình bày các kiến thức ban đầu về logic mệnh đề và logic tân từ. Phụ lục cung cấp 
một một tài liệu cô đọng về các kiến thức logic áp dụng trực tiếp trong phần I và phần 
I ( nó là một phần nôi dung của giáo trình nhập môn toán) người học cần dành thời 
gian thích hợp ôn lại để có thể theo kịp hướng tiếp cận của giáo trình. 

Cùng với những trình bày lý thuyết tổng quát, tác gỉa đưa vào một số thỏa đáng các 
ví dụ chọn lọc nhằm giúp người học nắm bắt được bản chất của các khái niệm, các 
phương pháp mới và làm quen với cách sử dụng các kết qủa mới. Khi học trước khi tìm 
cách giải các bài tập của thây gíao cung cấp các bạn cố gắng đọc và hiểu hết các ví dụ 
minh họa. 

Vì nhiều lẽ chắc chắn giáo trình còn nhiều khiếm khuyết. Rất mong tất cả mọi 
người sử dụng chân thành góp ý. 

Tác giả chân thành cảm ơn các đồng nghiệp trong khoa Toán_Tin đã đóng góp 
nhiều ý kiến quý báu cho việc hình thành cấu trúc chi tiết cho nội dung giáo trình, 
chân thành cảm ơn thạc sỹ Võ Tiến đã đóng góp nhiều ý kiến quý báu trong cấu trúc 
giáo trình, giúp chỉnh lý nhiều khiếm khuyết trong bản thảo. 


ĐaLat ngày 0T tháng 12 năm 2002 
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‹Xự thuật lập trìuÍt dâng eqo 
PHẦN I 
ĐỆ QUY 
CHƯƠNG I 


KHÁI NIỆM ĐỆ QUY 


L MỞ ĐẦU 
1. Mô tả đệ quy 


Trong nhiều tình huống việc mô tả các bài toán, các giải thuật, các sự kiện, các sự 
vật các quá trình, các cấu trúc,... sẽ đơn giản và hiệu quả hơn nếu ta nhìn được nó 
dưới góc độ mang tính đệ qui. 

Mô tả mang tính đệ qui về một đối tượng là mô tả theo cách phân tích đối tượng 
thành nhiều thành phần mà trong số các thành phần có thành phần mang tính chất của 
chính đối tượng được mô tả. Tức là mô tả đối tượng qua chính nó. 

Các ví dụ : 

- Mô tả đệ quy tập số tự nhiên N : 
+ Số I là số tự nhiên (1N). 
+ Số tự nhiên bằng số tự nhiên cộng 1. 
(neN=(n+l)eN) 
- Mô tả đệ quy cấu trúc xâu (list) kiểu T: 
+ Cấu trúc rỗng là một xâu kiểu T. 
+ Ghép nối một thành phần kiểu T(nút kiểu T ) với một xâu kiểu T ta có một 
xâu kiểu T. 
- Mô tả đệ quy cây gia phả : Gia phả của một người bao gồm mgười đó và gia phả 
của cha và gia phả của mẹ. 
- Mô tả đê quy thủ tục chọn hoa hậu : 
+ Chọn hoa hậu của từng khu vực. 
+ Chọn hoa hậu của các hoa hậu. 
- Mô tả đệ quy thủ tục sắp tăng dãy a[m:n] ( dãy a[m], a[m+l],.. 
phương pháp Sort_Merge (SM): 
SM (a[m:n]) = Merge ( SM(a[m : (n+m) div 2]), SM (a[(n+m) div 2 +l : n] ) 
Với: — SM (a[x: x]) là thao tác rỗng (không làm gì cả ). 
Merge (a[x : y], a[(y+1) : z]) là thủ tục trộn 2 dãy tăng a [x : y], a[(y+l) : 

z] để được một dãy a[x : z] tăng. 

- Định nghĩa đệ quy hàm giai thừa FAC(n) =n! 
0!=1 
n!=n*(n-]l)! 


.„ a[n] ) bằng 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


‹Xự thuật lập trìuÍt dâng eqo -ó- 





Phương pháp đệ quy mạnh ở chổ nó cho phép mô tả một tập lớn các đối tượng chỉ bởi 
một số ít các mệnh đề hoặc mô tả một giải thuật phức tạp bằng một số ít các thao tác 
(một chương trình con đệ quy). 

Một mô tả đệ quy đầy đủ gồm 2 phần : 

- Phần neo : mô tả các trường hợp suy biến của đối tượng (giải thuật) qua một 
cấu trúc (thao tác) cụ thể xác định . 
ví dụ: 1 là số tự nhiên, cấu trúc rỗng là một xâu kiểu T, 0!=1, SM (a[x:x]) 
là thao tác rỗng. 
- Phần quy nạp: mô tả đối tượng (giải thuật) trong trường hợp phổ biến thông qua 
chính đối tượng (giải thuật ) đó một cách trực tiếp hoặc gián tiếp. 
Ví dụ :n!=n*(n- l)! 
SM (a[m:n]) = Merge (SM (a[m:( m+n) div 2|], SM (a[(m+~n) div 2 +l : n]) ) 
Nếu trong mô tả không có phần neo thì đối tượng mô tả có cấu trúc lớn vô hạn, giải 
thuật mô tả trở thành cấu trúc lặp vô tận. 


2. Các loại đệ quy 
Người ta phân đệ quy thành 2 loại : Đệ quy trực tiếp, đệ quy gián tiếp. 
- Đệ quy trực tiếp là loại đệ quy mà đối tượng được mô tả trực tiếp qua nó : 
A mô tả qua A, B, C,...trong đó B, C, ... không chứa A. (các ví dụ trên). 
- Đệ quy gián tiếp là loại đệ quy mà đối tượng được mô tả gián tiếp qua nó : 
A mô tả qua Ai ,Aa,..., An .Trong đó có một A;¡ được mô tả qua A. 
Ví dụ 1: 
Mô tả dạng tổng quát một chương trình viết trên NNLT Pascal : 
Một Chương trình Pascal gồm : 
a) Đầu chương trình (head) gồm: Program Tên ; 
b) Thân chương trình (blok) gồm : 
b1) Khai báo unit, định nghĩa hằng, nhãn, kiểu dữ liệu, khái báo biến. 
b2) Định nghĩa các chương trình con gồm : 
b2.1) Đầu chương trình con : 
Procedure Tên thủ tục ( danh sách thông số hình thức ) ; 
hoặc Function Tên hàm ( danh sách thông số hình thức ) : Kiểu ; 
b2.2) Thân chương trình con ( Blok ) 
b2.3) Dấu *; * 
b3) Phần lệnh : là một lệnh ghép dạng : 
Begmn SI;S2;.. .;Sn End; 
c) Dấu kết thúc chương trình : °.? 
Ví dụ 2: Mô tả hai dấy số {Xa},{Ya} theo luật đệ quy hổ tương như sau : 
Xo=l  ; X¡i=Xanti+Yn!; 
Yo=l ; Yn=nFXai+Ÿnt; 
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I. MÔ TẢ ĐỆ QUY CÁC CẤU TRÚC DỮ LIỆU 


Trong toán học, trong lập trình người ta thường sử dụng đệ quy để mô tả các 
cấu trúc phức tạp, có tính đệ quy . Bởi mô tả đệ quy không chỉ là cách mô tảẩ ngắn gọn 
các cấu trúc phức tạp mà còn tạo khả năng để xây dựng các thao tác xử lý trên các cấu 
trúc phức tạp bằng các giải thuật đệ qui . Một cấu trúc dữ liệu có tính đệ quy thường 
gồm một số thành phần dữ liệu cùng kiểu được ghép nối theo cùng một phương thức . 

Ví dụ l1: 
Mô tả đệ quy cây nhi phân : 
Cây nhi phân kiểu T : 
+ Hoặc là một cấu trúc rỗng (phần neo). 
+ Hoặc là một nút kiểu T (nút gốc) và 2 cây nhị phân kiểu T rời nhau (cây 
con nhị phân phải, cây con nhị phân trái) kết hợp với nhau . 
Ví dụ 2: 
Mô tả đệ quy mắng nhiều chiều : 
+ Mảng một chiều là dãy có thứ tự các thành phần cùng kiểu . 
+ Mảng n chiều là mảng 1 chiều mà các thành phần có kiểu mắng n-1 chiều . 


HI. MÔ TẢ ĐỆ QUY GIẢI THUẬT 


1. Giải thuật đệ quy. 

Giải thuật đệ quy là giải thuật có chứa thao tác gọi đến nó . Giải thuật đệ quy cho 
phép mô tảẩ một dãy lớn các thao tác bằng một số ít các thao tác trong đó có chứa thao 
tác gọi lại giải thuật (gọi đệ quy). 

Một cách tổng quát một giải thuật đệ quy được biểu diễn như một bộ P gồm mệnh 
để § (không chứa yếu tố đệ quy )vàP: P = P[S,P]. 

Thực thi giải thuật đệ quy có thể dẫn tới một tiến trình gọi đê quy không kết thúc 
khi nó không có khả năng gặp trường hợp neo, vì vậy quan tâm đến điều kiện dừng 
của một giải thuật đệ quy luôn được đặt ra . Để kiểm soát qúa trình gọi đệ quy của 
giải thuật đệ quy P người ta thường gắn thao tác gọi P với việc kiểm tra một điều 
kiện B xác định và biến đổi qua mỗi lần gọi P, qúa trình gọi P sẻ dừng khi B không 
con thỏa. 

Mô hình tổng quát của một giải thuật đệ quy với sự quan tâm đến sự dừng sẻ là : 
P z= mí B then P[S,P] 
hoặc P = P|S,1ïíƒ B (thcn PỊ 

Thông thường với giải thuật đệ quy P, để đảm bảo P sẻ dừng sau n lần gọi ta chọn 

B là (n>0). Mô hình giải thuật đệ quy khi đó có dạng : 
P(n) #z= If(n>0) then P[S,P(n- l)]|; 
hoặc P(n =  P|S, f(n>0) then P(n- l)]; 
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Trong các ứng dụng thực tế số lần gọi đệ quy (độ sâu đệ quy) không những phải hữu 
hạn mà còn phải đủ nhỏ . Bởi vì mỗi lần gọi đệ quy sẽ cần một vùng nhớ mới trong khi 
vùng nhớ cũ vẫn phải duy trì. 


2. Chương trình con đệ quy. 


a) Các hàm đệ quy. 
Định nghĩa hàm số bằng đệ quy thường gặp trong toán học, điển hình là các hàm 
nguyên mô tả các dãy số hồi quy . 
Ví dụ ÏT. 
Dãy các giai thừa : {n!} = I,I,2,6, 24, 120, 720, 5040,... 
Ký hiệu FAC(n)=n!. 
Tacó: +FAC(0)= I; (0! =l) 
+FAC(n)=n*FAC(n-lI); (n!=n#(n-lI)!) vớin>= l 
Giải thuật đệ quy tính FAC(n ) là : 
FAC(n) = if(n=0) then return l; 
else return (n *FAC(n- l)); 
Ví dụ 2. 
Dãy số Fibonaci(FIBO) : 
{FIBO(n)} = I1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55, 89, 144,233, 377,... 
+ FIBO(0) = FIBO (I)= 1; 
+FIBO(n)= FIBO(n- I)+FIBO(n-2); vớin>=2 
Giải thuật đệ quy tính FIBO (n) là : 
FIBO(n) = if((n=0)or(n= I)) then return l; 
else return ( FIBO (n - I) + FIBO (n- 2)) ; 


Ví dụ 3. Dãy các tổ hợp : 
l 
] .- 1 
J 1. <1 
I 4 6 4 1 
C? = I vớin>=0 
Œ„ = 0 với m>n>0 
È =ẽÍ” dÍ” với n>m>0 


Giải thuật đệ quy tính Œj ` là: 
1lff(m=0) then return l ; 
else IƒÍ(m>n)then return 0; 
m—] F 
else return(C”'¡ +? '¡ ); 
Nhận xét : 
Một định nghĩa hàm đệ quy gồm : 
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+ Một số các trường hợp suy biến mà gía trị hàm tại đó đã được biết trước hoặc 
có thể tính một cách đơn giản (không đệ quy ) . 
Như : 
FAC(0 ) = 1, FIBO(0) = FIBO(I)=1, CÚ =1, C?” =0 với m>n>0. 
+ Trường hợp tổng quát việc tính hàm sẻ đươc đưa về tính hàm ở giá trị “ bé 
hơn” (gần với giá trị neo) của đối số . 
Như : 
FA€C(n)=n *FAC(n- 1); 
FIBO(n) = FIBOd@ -I) + FIBO(n - 2). 

Trong tập biến của hàm có một nhóm mà độ lớn của nó quyết định độ phức tạp của 
việc tính gía trị hàm . Nhóm biến đó gọi là nhóm biến điều khiển . Gía trị biên của 
nhóm biến điều khiển ứng với trường hợp suy biến . Gía trị của nhóm biến điều khiển 
sẻ thay đổi qua mỗi lần gọi đệ quy với xu hướng tiến đến gía trị biên ( tương ứng với 
các trường hợp suy biến của hàm ). 


b) Các thủ tục đệ quy. 
Thủ tục đệ quy là thủ tục có chứa lệnh gọi đến nó . Thủ tục đệ quy thường được sử 
dụng để mô tả các thao tác trên cấu trúc dữ liệu có tính đệ quy 
Ví dụ l: 
Xem dãy n phần tử a[1:n] là sự kết hợp giữa dãy a[1:n-I] và a[n]. 
Do đơ: 
- Thủ tục tìm max trong dãy a[1:n] ( thủ tục TMax) có thể thực hiện theo 


luật đệ qui : + Tìm max trong dãy con a[I:n] (gọi đệ quy Tmax(a[1:n-[] ) ). 
+ Tìm max của 2 số: Tmax(a[1:n-I]) và a[n] (giải thuật không đệ quy). 
Tức là : 


TMax(a[1:n]) = max(TMax(a[1:n-l]), a[n] ) 
VỚI TMax(a[m:m] =a[m]| ; ( trường hợp neo ) 
maX(X,ÿy)= X>yÿy?”X:Yy;: ( giải thuật tính max 2 số : ¡f (x>y) then 
max(x,y)=x else max(x,y)= y ) 
- Thủ tục tính tổng các phân tử ( thủ tục TSUM ) có thể thực hiện theo luật đệ 


quy : 

+ Tìm tổng dãy con a[I:n] (gọi đệ quy TSUM(a[1:n-[]) ). 

+ Tìm tổng của 2 số : TSUM(a[I:n-I]) và a[n] (giải thuật không đệ 
quy). 


Tức là : 
TSUM(a[1:n]) = a[n] + TSUM(a[1:n-1] 
với TSUM(a|[m:m]) = a[m] 
Ví dụ 2 : 
Xem dãy a[m : n] là sự kết nối giữa hai dãy: dãy a[m:((m+n) div 2)] và 
dãy a[(((m+n) div 2)+l) :n]. 
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Do đơ: 
Thủ tục tìm max trong dãy a[1:n] ( thủ tục TmaxI1) có thể thực hiện theo luật 


đệ qui : 
+ Tìm max trong dãy con trái a[m:((m+n) div 2)| 
(gọi đệ quy TmaxI(a[m:((m+n) div 2) ) ). 
+ Tìm max trong dãy con phải a[(((m+n) div 2)+]1) :n]. 
(gọi đệ quy TmaxI(a[(((m+n) div 2)+]) :n| ). 
+ Tìm max của 2 số : Tmax1(a[m:((m+n) điv 2)] ) và 
TmaxI(a[(((m+n) div 2)+l) :n]). (giải thuật không đệ quy). 
Tức là :IFmaxIl(a[m:n]) = 
max(TmaxI(a[m:((m+n) div 2)] ) ,TmaxI(a[(((m+n) div 2)+l) :n]) ). 
VỚI Tmaxl(a[m:m] =a[m] ; ( trường hợp neo ) 
maX(x,y)= X>y?X:Vy; 


- Thủ tục tính tổng các phần tử ( TSUMI ) có thể thực hiện theo luật đệ quy : 
+ Tìm tổng dãy con trái a[m:((m+n) div 2)] 
(gọi đệ quy TSUMII (a[m:((m+n) div 2)| )). 
+ Tìm tổng dãy con phải a[(((m+n) div 2)+l) :n]. 
(gọi đệ quy TSUMI (a[(((m+n) div 2)+I) :n] ) ). 
+ Tìm tổng của 2 số : 
TSUMI (a[m:((ma+n) div 2)] ) và TSUMI (a[(((m+n) div 2)+1) :n] ). 


Tức là : TSUMI (a[m:n]) = 
TSUMI (a[m:((m+n) div 2)]) + TSUMI (a[(((m+n) dịv 2)+T) :n| ) 
với TSUMI (a[m:m]) = a[m] 
Ví dụ 3 : 
Cây nhị phân tìm kiếm kiểu T(BST) là một cấu trúc gồm : một nút kiểu T kết nối 
với 2 cây con nhi phân tìm kiếm kiểu T nên : 
- Thụ tục quét cây nhi nhân tìm kiếm theo thứ tự giữa (LNE) là : 
+ Quét cây con trái theo thứ tự giữa ; 
+ Thăm nút gốc ; 
+ Quét cây con phải theo thứ tự giữa ; 
Thủ tục tìm kiếm giá tri œ„ trên cây nhị phân tìm kiếm Root là : 
Nếu Root = Ø_ thì thực hiện thao tác rỗng (không làm øì ) 


Con không 
nếu giá trị tại nút gốc = ơœ thì thông báo tìm thấy và dừng 


Còn không 
nếu giá trị tại nút gốc < œ¿ thì tìm ở cây con trái 


Còn không thì tìm ở cây con phải . 


Nhận xét : 
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Trong một thủ tục đệ qui, để cho việc gọi đệ quy dừng lại sau hữu hạn lần gọi nó 
cần chứa điều kiện kiểm tra (một biểu thức boolean B trên một nhóm biến ), để khi 
điều kiện này không còn thỏa thì việc gọi đệ qui kết thúc. 

Dạng thường gặp của thủ tục đệ qui là : 

S¡ ; ( không chứa yếu tố đệ qui ) 
f B then $; (phần lệnh trực tiếp , không có lệnh gọi đệ qui ) 
else Sdq ; ( phần lệnh có lệnh gọi đệ qui ) 
33 ;_ (không có gọi đệ qui ) 


3. Mã hóa giải thuật đệ qui trong các ngôn ngữ lập trình. 





a) Tổng quan. 

Không phải mọi ngôn ngữ lập trình hiện có đều có thể mã hóa được giải thuật đệ 
quy, chỉ một số những ngôn ngữ lập trình có khả năng tổ chức vùng nhớ kiểu stack 
mới có khả năng mã hóa được giải thuật đệ quy . 

Các ngôn ngữ lập trình hiện nay đều mã hóa giải thuật đệ quy bằng cách tổ chức các 
chương trình con đệ quy tương ứng . 


b) Thể hiện đệ qui trong NNLT PASCAL và C++ 

NN LT Pascal và C++ đều cho phép mã hóa giải thuật đệ quy bằng cách tổ chức 
chương trình con đê quy nhờ vào cơ chế tạo vùng nhớ Stak của phần mềm ngôn ngữ . 

b1) Trong NNLT C++. 

NNLT C++ cho phép mã hóa giải thuật đệ quy một cách thuận lợi nhờ vào kỹ thuật 
khai báo trước tiêu để nên không có sự phân biệt hình thức nào trong việc khai báo 
giữa hàm con đệ quy và hàm con không đệ quy. 

b2) Trong NN LT Pascal. 

Đối với chương trình con đệ quy trực tiếp thì hình thức khai báo cũng giống như đối 
với chương trình con không đệ quy. 

Đối với chương trình con đệ quy gián tiếp thì hình thức khai báo có thay đổi ít nhiều 
nhằm thỏa quy tắc tầm vực của ngôn ngữ ( trong phần lệnh của một chương trình con 
chỉ được gọi những chương trình con cùng cấp đã được khai báo trước ). 

Ví dụ : 

Với mô hình chương trình sau : 
Trong phần lệnh của khối A có thể gọi đến : 
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+ Gọi các chương trình con trực tiếp của nó 
gọi được B nhưng không gọi được C 

+ Gọi chính nó ( gọi đệ quy ). 

+ Gọi chương trình con cùng cấp nhưmg 
phải khai báo trước gọi được E nhưng 
không gọi được D, Muốn gọi D phải 
khai báo trước ( khai báo FORWARD) 





Để từ thủ tục hàm A có thể gọi đến D là thủ tục hàm cùng cấp nhưng được mô tả sau 
A, ta cần có một khai báo trước của D ở phía trước của A.. Khai báo này gồm : tiêu để 
của D, với danh sách thông số của D, tiếp theo là từ khoá FORWARD. Sau đó lúc 
mô tả lại D thì chỉ cần khai báo từ khoá PROCEDURE ( hoặc FUNCTION ), tên của 
D(không có danh sách thông số ), phần thân của D. 
Ví dụ : Với 2 thủ tục gọi đệ quy hỗ tương nhau FIRST,SECOND sẽ được khai báo 
như sau : 
procedure SECOND (1: Imnteger ) ; Forward ; 
procedure FIRSÏT (n: Integer ; var X : real); 
var J,Kk:In(€TEeT ; 
begin 
for J:= l to n do begin 
writeln(ˆ J=“, J); 


k.=n=5*]? 
SECOND(k); 
end ; 
end ; 
procedure second ; 
begin 
If(1>0) then begin 
wrIteln( 1= “, 1); 
FIRST(I- 1) ; 
end ; 
end ; 
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4. Một số dạng giải thuật đệ quy đơn giản thường gặp . 
a) Đệ quy tuyến tính. 


Chương trình con đệ quy tuyến tính là chương trình con đệ quy trực tiếp đơn 
giản nhất có dạng : 
P=({ NẾU thỏa điều kiện dừng thì thực hiện S 
Còn không begin { thực hiện S*; gọiP } 
} 


Với S, S* là các thao tác không đệ quy . 


» 


Ví dụ 1: Hàm FAC(n) tính số hạng n của dãy n! 
+ Dạng hàm trong ngôn ngữ mã giả : 
{ Nếu n=0 thì EAC = I; /* trường hợp neo */ 

Còn không AC =n*FAC(n-l) } 
+ Dạng hàm trong ngôn ngữ Pascal : 

Functon FAC(n : Integer) : Integer; 

begin 
1fín=0) then FAC := l 
else FAC := n#*FAC(n-l); 


end; 
+ Dạng hàm trong C++ : 
int FAC(int n) 
{ lf(n==0) return l; 
else return(n * FAC(n-l )); 
} 
Ví dụ 2 : 
Chương trình con tính USCLN của 2 số dựa vào thuật toán Euclide : 
+ Dạng hàm trên ngôn ngữ toán học : 
USCLN(m,n) =USCLN(n,m modn) khi nz 0 
USCLN(m,0) = m 
+ Dạng hàm trong ngôn ngữ mã giả : 
Nếu n=0 thì USCLN = m 
Còn không USCLN = USCLN(n,m mod n); 
+ Dạng hàm trong Pascal : 
Function USCLN(m, n : Integer ) : Inteser ; 
begin 
If (n=0) then USCLN := m 
else USCLN := USCLN(n,m modn); 
end ; 
+Dạng hàm trong C++ : 
int USCLN(int m,int n ) 
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{ lfn == 0) return (m); 
else return (USCLN(n,m mod n)) ; 
} 


b) Đệ quy nhị phân. 
Chương trình con đệ quy nhị phân là chương trình con đệ quy trực tiếp có dạng : 
P={ NẾU thỏa điều kiệndừng thì thực hiện S ; 
Còn không begin {thựchiện S*; gọiP;gọiP} 
} 


Với S, S* là các thao tác không đệ quy . 


Ví dụ 1: Hàm FIBO(n) tính số hạng n của dãy FIBONACCI 
+ Dạng hàm trong Pascal: 
Functon Fín : Integer) : Integer; 


begin 
1fn<2)then F:= l 
else F:= F(n-l) + F(n-2) 
end; 


+ Dạng hàm trong C++ : 
int F(nt n) 
{ (n<2) retumn l; 
else return (F(n -1) + F(n -2)) ; 

} 

c) Đệ quy phi tuyến. 
Chương trình con đệ quy phi tuyến là chương trình con đệ quy trực tiếp mà lời gọi 

đệ quy được thực hiện bên trong vòng lặp . 

Dạng tổng quát của chương trình con đệ quy phi tuyến là : 


P= { for giátriđầu to giá trị cuối do 
begn thực hiện S; 
1f (thỏa điều kiện dừng) then thựchiện S* 
else gọi P 


end ; 
} 
Với S, S* là các thao tác không đệ quy . 
Ví dụ : 
Cho dãy { Xạ} xác định theo công thức truy hồi : 
Xo>I zÃ =n X:cdt 6l XÃ to... Xi&]|l Sai 


+ Dạng hàm đệ quy tính X; trên ngôn ngữ mã giả là : 
Xa= If(n=0) then return l; 
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else {tg=0 ; 
for i=0 to n-l do tg=tg+(ni X: ; 
refun fg ; 
/ 


+ Dạng hàm đệ quy tính X; trên ngôn ngữ Pascal là : 
function X(n :inteser) : Inteper ; 
VAT 1,{fP:In(©ĐT ; 


begin 
1If(n=0) then X := I 
else 
begn tg=0 ; 
for 1:=0 to n-l do tg:=tg+ sqr(n-) *X) ; 
X := tg; 
end ; 
end ; 


+ Dạng hàm đệ quy tính X; trên ngôn ngữ C++ là : 
n6 X( 1n n) ; 
{ (n==0) return I; 
else { Int tg=0 ; 
for (nt ¡=0 ;1<n ;I++) tg =tg + sqr(n-I) *X(); 
return (tg); 


} 
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CHƯƠNG II 
BÀI TOÁN ĐỆ QUY 


I. CÁC NỘI DUNG CẦN LÀM ĐỂ TÌM GIẢI THUẬT ĐỆ QUY CHO 
MỘT BÀI TOÁN. 


Để xây dựng giải thuật giải một bài toán có tính đệ quy bằng phương pháp đệ quy ta 
cần thực hiện tuần tự 3 nội dung sau : 
- Thông số hóa bài toán . 
- Tìm các trường hợp neo cùng giải thuật giải tương ứng . 
-_ Tìm giải thuật giải trong trường hợp tổng quát bằng phân rã bài toán theo kiểu 
đệ quy. 


1. Thông số hoá bài toán. 

Tổng quát hóa bài toán cụ thể cần giải thành bài toán tổng quát (một họ các bài toán 
chứa bài toán cần giải ),fìm ra các thông số. cho bài toán tổng quát đặc biệt là nhóm 
các thông số biểu thị kích thước của bài toán - các thông số điều khiển ( các thông số 
mà độ lớn của chúng đặc trưng cho độ phức tạp của bài toán , và giảm đi qua mỗi lần 
gọi đệ qui ). 

Ví dụ : n trong hàm FAC(n); a, b trong hàm USCLN(a,b). 


2. Phát hiện các trường hợp suy biến (neo) và tìm øiải thuật cho các 





trường hợp này. 

Đây là các trường hợp suy biến của bài toán tổng quát , là các trương hợp tương ứng 
với các gía trị biên của các biến điều khiển (trường hợp kích thước bài toán nhỏ nhất), 
mà giải thuật giải không đệ qui (thường rất đơn giản). 

Ví dụ : 

FAC(1) =1, USCLN(a,0) = a , SM(a[x:x] = ,TSUM(a[m:m]) = a[m] 


3. Phân rã bài toán tổng quát theo phương thức đệ quy. 





Tìm phương án (giải thuật ) giải bài toán trong trường hợp tổng quát bằng cách phân 
chia nó thành các thành phần mà hoặc có giải thuật không đệ quy hoặc là bài toán 
trên nhưng có kích thước nhỏ hơn. 
Ví dụ : FAC(n) =n *# FAC(n -I). 
Tmax(a[1:n]) = max(Pmax(a[1:(n-1)]), a[n] ) 
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II. MỘT SỐ BÀI TOÁN GIẢI BẰNG GIẢI THUẬT ĐỆ QUY ĐIỂN 
HÌNH. 


1. Bài toán tháp Hà Nội. 

Truyền thuyết kể rằng : Một nhà toán học Pháp sang thăm Đông Dương đến một ngôi 
chùa cổ ở Hà Nội thấy các vị sư đang chuyển một chồng đĩa qúy gồm 64 đĩa với kích 
thước khác nhau từ cột A sang cột C theo cách : 

- Mỗi lần chỉ chuyển 1 đĩa. 

- Khi chuyển có thể dùng cột trung gian B. 

- Trong suốt qúa trình chuyển các chồng đĩa ở các cột luôn được xếp đúng (đĩa 
có kích thước bé được đặt trên đĩa có kích thước lớn ). 

Khi được hỏi các vị sư cho biết khi chuyển xong chồng đĩa thì đến ngày tận thế !. 

Như sẽ chỉ ra sau này với chồng gồm n đĩa cần 2” - I lần chuyển cơ bản (chuyển I1 
đĩa ). 

Giả sử thời gian để chuyển I1 đỉa là t giây thì thời gian để chuyển xong chồng 64 đĩa 
sẽ là : 
T=(2”°—1)*t S=184*10 *;s 
Với t= 1/100 s thì T=5.8*1l0ˆ năm = 5.8 tỷ năm. 

Ta có thể tìm thấy giải thuật (dãy các thao tác cơ bản ) cho bài toán một cách dễ 
dàng ứng với trường hợp chồng đĩa gồm 0, 1, 2, 3 đĩa. Với chồng 4 đĩa giải thuật bài 
toán đã trở nên phức tạp . Tuy nhiên giải thuật của bài toán lại được tìm thấy rất dễ 
dàng nhanh chóng khi ta khái quát số đĩa là n bất kỳ và nhìn bài toán bằng quan niệm 
đệ quy . 

a) Thông số hóa bài toán . 

Xét bài toán ở mức tổng quát nhất : chuyển n (n>=0) đĩa từ cột X sang cột Z 
lấy cột Y làm trung gian . 

Ta gọi giải thuật giải bài toán ở mức tổng quát là thủ tục THN(n ,X,Y,Z) chứa 4 
thông số n,X,Y,Z.;n thuộc tập số tự nhiên N (kiểu nguyên không dấu ); X,Y,Z thuộc 
tập các ký tự (kiểu ký tự ). 

Bài toán cổ ở trên sẻ được thực hiện bằng lời gọi THN(64,A,B,C). 

Dễ thấy rằng : trong 4 thông số của bài toán thì thông số n là thông số quyết định độ 
phức tạp của bài toán ( n càng lớn thì số thao tác chuyển đỉa càng nhiều và thứ tự thực 
hiện chúng càng khó hình dung ) , n là thông số điều khiển . 

b) Trường hợp suy biến và cách giải. 

Với n =l bài toán tổng quát suy biến thành bài toán đơn giản THN (1,X,Y,Z) :fìm 
dãy thao tác để chuyển chồng 1 đĩa từ cột X sang cột Z lấy cột Y làm trung gian . Giải 
thuật giải bài toán THN (1,X,Y,Z) là thực hiện chỉ 1 thao tác cơ bản : Chuyển 1 đĩa từ 
X sang Z( ký hiệu là Move (X, Z)). 
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THN(l,X,Y,/Z) = { Move(X,Z) } 

Chú ý : Hoàn toàn tương tự ta cũng có thể. quan niện trường hợp suy biến là trường 
hợp n= 0 tương ứng với bài toán THN(0,X,Y,Z) : chuyển 0 đĩa từ X sang Z lấy Y làm 
trung gian mà giải thuật tương ứng là không làm øì cả ( thực hiện thao tác rỗng ). 

THN(O,X,Y,/Z) = { $} 
©c) Phân rã bài toán : 
Ta có thể phần rã bài toán THN (k,X,Y,Z2): chuyển k đĩa từ cột X sang cột Z 
lấy cột Y làm trung gian thành dãy tuần tự 3 công việc sau : 

+ Chuyển (k -1) đĩa từ cột X sang cột Y lấy cột Z. làm trung gian : 
THN (Œ& -I,X,Z.Y) (bài toán THN với n=k-l,X=X,Y=Z,Z=Y) 

+ Chuyển I1 đĩa từ cột X sang cột Z : Move (X, Z) (thao tác cơ bản ). 

+ Chuyển (k - 1) đĩa từ cột Y sang cột Z lấy cột X làm trung gian : 
THN(k -I,Y,X,Z) ( bài toán THN vớin=k-1,X=Y,Y=X,Z=Z). 

Vậy giải thuật trong trường hợp tổng quát (n > I) là : 


THN(n,X,Y/Z) = { THN(n-1,X,Z.V): 
Move (X, Z); 
THN (n-1,Y,X„Z); 
} 

Với n đĩa thì cần bao nhiêu bước chuyển 1 đĩa? Thực chất trong thủ tục THN các 
lệnh gọi đệ qui chỉ nhằm sắp sếp trình tự các thao tác chuyển 1 đĩa 
Số lần chuyển 1 đĩa được thực hiện là đặc trưng cho độ phức tạp của giải thuật . 
Với n đĩa, gọi f(n) là số các thao tác chuyển _một_đĩa . 


Ta có : f0) = 0. 
f(1)=l. 
f(n) = 2f(n-l)+l với n>0 
Do đơ : fh) = 12 45^4 32t, 305 áy lJ 


Để chuyển 64 đĩa cần 2 ““ - 1 bước hay xấp xỉ 10”? bước . Cân khoảng 10 triệu 
năm với một máy tính nhanh nhất hiện nay để làm việc này . 


d) Chương trình con mã hóa giải thuật THN trong NNLT Pascal : 
procedure TH (n: Integer ; X,Y,Z : char) 
begin 
If n>0 then begin 
THN (n-l ,X,Z.Y) ; 
Move( X, Z); 
THN (n-1 ,Y,X,Z); 
end ; 
end ; 
( Lấy trường hợp chuyển n=0 làm trường hợp neo ) 
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Hoặc : procedure  'THN (n: integer ; X,Y,Z : char) 
begin 
If(n= I) then Move(X, Z) 
else begin 
THN (n-l ,X,Z.Y ); 
Move(X, Z ); 
THN (n -I ,Y,X,Z); 
end ; 
end; 


( Lấy trường hợp chuyển n= 1 làm trường hợp neo ) 
Với thủ tục Move(X, Y) mô tả thao tác chuyển I1 đĩa từ cột X sang cột Y được viết 
tuỳ theo cách thể hiện thao tác chuyển . 


e) Chương trình con mã hóa giải thuật THN trong NNLT C++ : 
Trong C++ hàm con thực hiện giải thuật THN có dạng : 
void THN(Int n, char X,Y,Z) 
{1fn>0) 
{ THNG -I,X,Z,Y ); 
Move (X, Z2); 
THNG - 1,Y,X,Z); 
} 


refurn ; 
} 
hoặc : 
void THN(Intn, char X,Y,Z) 
{lfn==l) Move(X,Z); 
else 
{ THNG -I,X,Z,Y ); 
Move (X, Z); 
THNG - 1,Y,X,Z); 
} 
return ; 


} 


2. Bài toán chia thưởng. 
Có 100 phần thưởng đem chia cho 12 học sinh giỏi đã được xếp hạng. Có bao 
nhiêu cách khác nhau để thực hiện cách chia? 
Ta thấy ngay rằng việc tìm ra lời giải cho bài toàn sẻ không dễ dàng nếu ta không 
tìm ra cách thích hợp để tiếp cận với nó. Ta sẽ tìm giải thuật giải bài toàn bằng phương 
pháp đệ quy. 
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a) Thông số hóa. 

Ta sẽ giải bài toán ở mức độ tổng quát : Tìm số cách chia m vật (phần thưởng ) cho n 
đối tượng (học sinh ) có thứ tự . 

Gọi PART là số cách chia khi đó PART là hàm của 2 biến nguyên m„,n ( PART(n 
_ )) : ⁄ ⁄ ⁄ & 

Ta mã hoá n đối tượng theo thứ tự xếp hạng 1,2,3,...n; S¡ là số phần thưởng mà 
học sinh 1 nhận được . 

Khi đó các điều kiện ràng buộc lên cách chia là : 


S¡>=0 
Si >= S2 >= >=Šn. 
S¡i+S2+ +SÑn= m 
Ví dụ : 
Với m=5,n= 3 ta có 5 cách chia sau : 
5 00 
4 1 0 
3 2 0 
Ä lJ 7 
2 2 1 


Tức là PART(S,3)= 5 


b) Các trường hợp suy biến : 
+m=0 thì sẻ có duy nhất 1 cách chia : mọi học sinh đều nhận được 0 phần 
thưởng . 
Vậy: PART(0,n) = l vớimọi n 
+n=0,m<>0thì sẽ không có cách nào để thực hiện việc chia . 
Vậy : PART(m,0) =0 với mọi m <>0. 
(ta có thể thay trường hợp neo PART(m ,0)=0 hoặc trường hợp neo PART(m, l) 
=1) 


c ) Phân rã bài toán trong trường hợp tổng quát : 
+m<n_ khi số phần thương m nhỏ hơn số học sinh n thì n - m học sinh xếp 
cuối sẽ luôn không nhận được gì cả trong mọi cách chia . 
Vậy : 
khí n>m thì PART(m,n)=PART(m,m) 
+ Trong trường hợp m >= n: số vật chia (phần thưởng ) lớn hơn hoặc bằng số 
học sinh (đối tượng ) ta phân các cách chia làm 2 nhóm : 
* Nhóm thứ nhất không dành cho học sinh xếp cuối cùng phần thưởng nào 
cả 
(Sa=0). Số cách chia này sẽ bằng số cách chia m phần thương cho n -l học sinh . 
Tức là : Số cách chia trong nhóm thứ nhất = PART(n,n-I1 ). 
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* Nhóm thứ 2 có phần cho người cuối cùng (S„ạ >0). Dễ thấy rằng số 
cách chia của nhóm này bằng số cách chia m - n phần thương cho n học sinh ( vì 
phương thức chia mà tất cả học sinh đều nhận được phần thưởng có thể thực hiện bằng 
cách : cho mỗi người nhận trước 1 phần thưởng rồi mới chia ). 

Tức là : Số cách chia trong nhóm thứ 2 = PART(n-n,n). 
Vậy: với m>=n PART(m,n) = PART(m,n-lI)+PART(m-n,n) 


d ) Dạng mã giả của hàm PART(m, n ) 
PART(Œn,n) = Ifn=0) then return l; 
else if(n= l) then return l ; 
else 1fm<n) then return PART(m,m) ; 
else return (PART(m,n -l)+ PART(m-n,n)) 


©e) Dạng hàm PAIRT trong NNLT Pascal 


Function PART(m,n: Integer ) : Integer ; 
Begin 
f((m=0)or(n= I))then PART:= l1 
else 1fm<n)then PART :=PART(m,m) 
else PART:= PART(m,n-l)+PART(m-n,n); 
End ; 


Ø8) Dạng hàm PART trong NN LT C++ 


int PART(int m,int n) 
{1f(m==0)ll(n==0)) return l; 
else  1fm<n)retrun (PART(m,m)) ; 
else return( PART(m,n -I )+PART(m-n,n)); 


3. Bài toán tìm tất cả các hoán vị của một dãy phần tử. 
Bài toán : Xuất tất cả các hoán vị của dãy A_. 


Ví dụ : Với dãy A gồm N =3 phần tử A[l]=a, A[2]=b, A[3]=c thì bài 
toán bắt phải xuất 6 hoán vị có thể của A : 
a b ec a c bÐ c b a 
b a c ca b b c a 
Với dãy A gồm N=4 phần tử A[lI]=1, A[2]=2., AI3]=3. Al4] =4 thì bài toán 


bắt phải xuất 24 hoán vị có thể của A : 
I 2 3 4 1 2 4 3 I1 4 3 2 4 2 3 1 
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°- 3.4 °/ J j8. 4 1 3 2 0 sà,, 
I 3 2 4 1 BI. I 3 4 2 4 3 2 1 
3 1 2.4 4 1 “ s 3 14 2 ấ ¿2 
De I 4 4 2 I 3 3. .]- ở 3 24 1 
2. I 4 AC. I 3 Ấp jc 2 - mm... 


a) Thông số hóa bài toán . 

Gọi HV(v,m)( với v: array[l..N ]of T, m :integer ;m<N; T là một kiểu dữ 
liệu đã biết trước ) là thủ tục xuất tất cả các dạng khác nhau của v có được bằng cách 
hoán vị m thành phần đầu của dãy v 

Ví dụ:N=4, A[IIE=1, AI2I=2, AI3]=3. Al4]=4 thì lời gọi HV(A ,3) xuất 
tất cả hoán vị của A có được bằng cách hoán vị 3 phần tử đầu ( có 6h vị ): 
1 2 3 4 1 3 2 4 3 2 1 4 
2 1 3 4 3 1 2 4 2 3 1 4 


Để giải bài toán đặt ra ban đầu ta gọi HV(A,N) ). 


b) Trường hợp neo. 
Vơim= 1 : HV(v,I) là thủ tục giải bài toán xuất tất cả các dạng của v có được 
bằng cách hoán vị 1 phần tủ đầu . Vậy HV(v,1) là thủ tục xuất v. 
HV(v,l)= print(v) = for k:=I to N do write(v[k]) 


©c) Phân rã bài toán. 
Ta có thể tìm hết tất cả các hoán vị m phần tử đầu của vector V theo cách sau : 

- Giữ nguyên các phần tử cuối V[m],. . .,V[N] hoán vị m-I phần tử đầu ( 
gọi đệ quy HV(V ,m- I) . 

- Đổi chổ V[m] cho V[m-1] „,pIữỮ nguyên các phần tử cuối V[m],... ,V[N] hoán 
vị m-1 phần tử đầu ( gọi đệ quy HV(V ,m - I). 

- Đổi chổ V[m] cho V[m-2] ,giữ nguyên các phần tử cuối V[m],.... ,V[N] 
hoán vị m-1 phần tử đầu ( gọi đệ quy HV(V „m - 1). 


vị m-1 phần tử đầu ( gọi đệ quy HV(V ,m - 1). 
- Đổi chổ V[m] cho V[1] ,giữ nguyên các phần tử cuối V[m], .... ,V[N] hoán 
vị m-1 phần tử đầu ( gọi đệ quy HV(V ,m - I). 
Vậy : 
HV(V,m)= { SWAP(V[m]|,Vịm])  ;HV(V.m-1); 
SWAP( V[m],v[m-I] ) ; HV(V,m- I); 
SWAP( V[m],v[m-2 |) ; HV(V,m- Il); 
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SWAP(VIm],v[2]) ; HV(Vm-]); 
SWAP( Vị[m],v[1l] ) ;HV(V,m- ]l); 


} 
(SWAP(x, y ) là thủ tục hoán đổi giá trị của 2 đối tượng dữ liệu x ,y ) 
Vậy : 
HV(V,m) = fork:= m downto l do begin 
SWAF( VỊm], VỊk] ) ; 
HV(V,m - l); 
end ; 


d) Thủ tục hoán vị trên NNLT Pascal. 


const size = Val; (* Val là hằng gía trị *) 
type vector = array[l. . size] of typebase; (* typebase là một kiểu dữ liệu có thứ 
tự *) 

procedure Swap( var x, y :typebase ) ; 

var t:typebase ; 

begin 

{:=ZX;X:EVy;y:Ft; 
end ; 

procedure print( À : vector ) ; 

VAT 1:1T†©Đ€T; 


begin 
for 1:=l (o size do wrie( All|: 3 ); 
wri(eln ; 

end ; 


Procedure  HV( V: vec tor ; m :integer ) ; 
var kK:In(€B€FT; 


begin 
1f(m= lI) then print(V) 
else 
for k:=m down(o Ido begin 
Swap(V[m] , VỊK): 
HV(V,m- l); 
end ; 
end ; 
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e) Thủ tục hoán vị trên NNLT C++. 


const size = Val ; // Val là hằng gía trị 
typedef typebase vector[size] ; //typebase là một kiểu dữ liệu có thứ tự 
void Swap( typebase & x, typebase& y) 
{typebase  t; 
f=X;X=y;y-=t; 


void print( const vector &A) 
{ forqnt J=Ö; J <s1ze ; J++ ) cout<< A[J] ; 
cout << endl ; 


void HV( const vector &V ,Int m) 
{ f({m==l) primt(V); 
else fornt k=m-l;k>=0;k--) 
{ swap(V[m-1] ,V[k] ); 
HV(V.m-]l); 
} 
} 


4. Bài toán sắp xếp mảng bằng phương pháp trộn (Sort-Merge). 

Ý tưởng: Để sắp xếp 1 danh sách gồm n phần tử bằng phương pháp trộn 
người ta chia danh sách thành 2 phần (tổng quát là nhiều phần ) , sắp xếp từng phần, 
rồi trộn chúng . 

Bài toán : sắp theo thứ tự không giảm mảng a: VectorT bằng phương pháp trộn. 
( Vector = array[l.. size] of TT). 
a) Thông số hoá: 

Bài toán được khái quát thành sắp xếp một dãy con của dãy V : VectorT từ chỉ số 
m đến chỉ số n với l <= m<= n<= size. Ta đặt tên cho bài toán ở dạng tổng quát 
là : SM(V.,m,n). 

Bài toán ban đầu : sắp dãy A sẻ được thực hiện bằng lời gọi : SM(A ,1,size). 

b) Trường hợp tâm thường: 
Đó là khi n = m (dãy sắp chỉ có 1 phần tử ), khi đó không cần làm gì cả (thao tác 
rồng). 
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©) Phân rã trường hợp tổng quát : 
Khi n>m ta thực hiện các công việc sau : 
+ Chia dãy : a[m] ,a[m+I],..., a[n] thành2 dãy con 


a[m],.., a[l] và a[l+I],..., a[n] 
+ Sắp xếp từng dãy con thành các dãy có thứ tự theo giải thuật SM. 
+ Trộn 2 dãy con có thứ tự lại thành dãy a[m],..., a[n] mới có thứ tự . 


Để thực hiện việc trộn hai dãy có thứ tự thành một dãy có thứ tự ta sẽ dùng một 
thủ tục không đệ quy Merge(m,I,n). Ta cần chọn 1 để được 2 dãy con giảm hẵn 
kích thước so với dãy ban đầu , tức là chọn: m < l<l+l< n. 

Thương chọn Ilà phần tử “giữa “: I = (m+n) div 2. 
Thủ tục Sort Merge(m,n) trên mảng V:VectorT viết trên ngôn ngữ PASCAL 
có dạng : 
procedure SM (var d: VectorT ; m,n: Index); 
var Ï: Index ; 
begin 
If n>m then 
begin 
l:= (m+~n) dịv 2; 
SM (d,m,]) ; 
SM (d,l+1,n) ; 
Merge (d,m,Ln) ; 
end ; 
end ; 
Trong đó SM là thủ tục trộn 2 dãy tăng để được một dãy tăng. 
Để sắp mảng A (đấy A[1:size]) ta gọi SM(A ,1,size) 


5. Bài toán tìm nghiệm xấp xỉ của phương trình f(x)= 





Bài toán : Hàm f(x) liên tục trên đoạn [ao,bạ], tìm một nghiệm xấp xỉ với độ chính 
xác e trên [ao,bo] của phương trình f(x) = 0. 
Ý tưởng của giải thuật : 
- Trường hợp neo : bạ - ao < £ 
+ Nếu f(ao).f(Œb,) < 0 thì hàm f có nghiệm trên [ao,bạ] .Và vì ta đang tìm 
nghiệm xấp xỉ với độ chính xác e nên ao là nghiệm xấp xỉ cần tìm. 
+ Nếu f(a,).f(b,) >0 thì ta xem như không có nghiệm xấp xỉ trên đoạn xét. 
- Trương hợp bu- ao > e thì chia đôi đoạn [ao,bạ] rồi tìm lần lượt nghiệm trên 
từng đoạn con : đoạn con trái, đoạn con phải . 
Ta sẽ xây dựng một hàm đệ qui trả về giá trị là nghiệm xấp xỉ của f (nếu 
có),hay một hằng E ( đủ lớn) nếu f không có nghiệm xấp xỉ trên [a„,bọ] . 
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a) Thông số hoá: 
Xét hàm ROOT với 3 thông số là g, a,b ,ROOT(g,a,b)) trả về giá trị nghiệm xấp xỉ e 
của phương trình g(x) =0 trên đoạn [a,b] hoặc giá trị C nếu phương trình xét không 
có nghiệm xấp xỉ. Để giải bài toán ban đấu ta gọi hàm ROOT(f,au,b,). 
b) Trường hợp tâm thường: 
đó là khi b - a< epsilon. 
Khi đó : 
1f ( g(a).g(b) )<= 0 then ROOT(g,a,b) = a ; //a là nghiệm xấp xỉ 
else ROOT(g,a,b) = E ; // không có nghiệm xấp xỉ 
c) Phân rã trường hợp tổng quát: 
khib-a>=e ta phân [a,b] làm 2 đoạn [a,c| và [c,b] với c=(a +b)/2. 
-Nếu ROOT(g,a,c)<E thì ROOT(g,a,b) = ROOT@ ,a ,) (bài toán tìm 
nghiệm trên đoạn [a,c] ).. 
- còn không thì ROOT(g,a,b) = ROOT(g,c ,b) (bài toán tìm nghiệm trên 
đoạn [c,b] ). 


d) Hàm tìm nghiệm xấp xỉ trên NN Pascal có dạng: 
const epsilon= ; 
E= ; 
Function ROOT(a,b :real ) :real ; 
var c,R:real; 
begin 
1 ((b-a) < epsion ) then 1f ( f(a)*f(b) <= 0) then ROOÏT := a 
else ROƠI := L 
else 
begin 
c:=(a+b)/2; 
If (ROOT(a,c)<E) then ROOT :=ROOT(a,c) 
else  ROOƠÏT := ROOT(c,b) 
end; 


e) Chương trình con tìm nghiệm xấp xÌ trong NN LT C++ 


const double epsilon =  ; 
const double E = : 
double ROOT(double a, double b ) 
{1f(b-a)<epsilon) 1fŒ(a)*f(b)<= epsilon return (a); 
else  return(L); 
else 
{ double c=(a+b)/2 ; 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


.Xƒ thuật lập trìnft nâng cao -27- 





double R= ROOT(a,c) ; 
IfR<E) returnR ; 
else return (ROOT(c,b)); 
} 
} 
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CHƯƠNG IH 
KHỬ ĐỆ QUY 


I. CƠ CHẾ THỰC HIỆN GIẢI THUẬT ĐỆ QUY. 


Trạng thái của tiến trình xử lý một giải thuật ở một thời điểm được đặc trưng bởi 
nội dung các biến và lệnh cần thực hiện kế tiếp. Với tiến trình xử lý một giải thuật 
đệ qui ở từng thời điểm thực hiện, con cần lưu trữ cả các trạng thái xử lý đang còn 
dang dở . 


a) Xét giải thuật đệ quy tính giai thừa: 
FAC(n) = I1fn=0) then retrun l ; 
else retrun (n * FAC (n- l)); 
Sơ đồ quá trình tính gía trị 3 ! theo giải thuật đệ quy : 


FAC(3) = 3 * FAC(2) 





Khi thực hiện lời gọi FAC (3) sẻ phát sinh lòi gọi FAC (2), đồng thời phải lưu giữ 
thông tin trạng thái xử lý còn dang dổ ( EAC(3) = 3*EAC(2)). Đến lượt mình 
lời gọi FAC (2 ) lại làm phát sinh lời gọi EAC (1 ) ,đồng thời vẩn phải lưu trử thông 
tin trạng thái xử lý còn dang dở (FAC (2) = 2 *FAC(1)),... Cứ như vậy cho tới 
khi gặp lời gọi 
trường hợp neo ( FAC (0)= I1). 

Tiếp sau qúa trình gọi là một qúa trình xử lý ngược được thực hiện : 

- Dùng giá trị FAC (0 ) để tính FAC ( 1 ) theo sơ đồ xử lý còn lưu trử . 
-_ Dùng giá trị FAC ( 1 ) để tính FAC (2 ) theo sơ đồ xử lý còn lưu trử.. 
- Dùng giá trị FAC (2 ) để tính EAC (3 ) theo sơ đồ xử lý còn lưu trử. 
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Đồng thời với qúa trình xử lý ngược là qúa trình xóa bổ các thông tin về giải thuật xử 
lý trung gian ( qúa trình thu hồi vùng nhớ ). 


b) Xét giải thuật đệ quy tính giá trị hàm FIBONACCI. 


FIB(n) = if((n=0)or(n= I)) then return l; 
else return ( FlIB(n - 1) + FIB(n - 2)) ; 


Sơ đồ tính FIB(ð) : 
FIB(5) = FIB(3) + FIB 


FIB(3) = FIB(1) + FIB(2) FIB(4) = FIB(2) + FIB(3) 


— : 
FIB(2) = FIB(0) + FIB(1) | FIB(3) = FIB(2) + FIB(1) 


FIB(2) = FIB(0) + FIB(1) 
FIB(2) = FIB(0) + FIB(1) |FlB()= - 


FIB(0) = 1 


FIB(1) = 


c) Xét thủ tục đệ quy tháp Hà Nội THN (n, X, Y, Z) 


THN (n : integer ; X,Y, Z : char) 
= If (n>0) then 
{ THN(n-Il,X ,Z,Y); 


Move(X, 2); 
THN(n-I,Y,X,Z) ; 


} 


Để chuyển 3 đĩa từ cột A sang cột C_ dùng cột B làm trung gian ta gọi: THN 


(3,A,B,C) 
Sơ đồ thực hiện lời gọi THN (3,A,B,C) là : 
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Lời gọi c/0 Lới gọi c/1 Lời gọi c/2 Lời gọi c/3 
THN(0,A,C,B) 
THN(1,A,B,C) A-->€ 
THN(0,B,A,C) 
THN@2,A,C,B) Ấ-~»⁄B 
THN(O,C,B,A) 
THN(1,C.A,B) C--->B 
THN(0,A,C,B) 
THN(G,A,B,C) A-->€ 
THN(0,B,A,C) 
THN(1,B,C,A) B-->A 
THN(0,C,B,A) 
THN(2,B,A,C) B--->C 
THN(O,A,C,B) 
THN(1,A,B,C) A-->€ 
THN(0,B,A,C) 


Với THN(0,X,Y,Z) là trường hợp neo tương ứng với thao tác rỗng . 
X——- >Y là thao tác chuyển I1 đĩa từ cột X sang cột Y (MOVE(X,Y)). 
Các bước chuyển đĩa sẻ là : 


A—=>€Œ;A-->B;C-->B; A-->C ;B-->A ;B-->C ;A->C; 


Lời gọi cấp 0: 
THN(3,A,B,€) sẻ làm nảy sinh hai lời gọi cấp 1: THN (2,A,C, B); 
THN (2,B,A,C€ ) cùng với các thông tin của qúa trình xử lý còn dang dở . 


Các lời gọi cấp I1 : 
THN2,A,C€,B), THN(2,B,A,C) sẻ làm nảy sinh các lời gọi cấp 2 : 
THN (I1 ,A, B,C€) ; THN (I,C,A,B); THN (I,B, C, A) ; THN(I,A,B,C); cùng 


với các thông tin của qúa trình xử lý còn dang dở . 


Các lời gọi cấp 2 : 

THN(I1 ,A, B, C) ; THN(I,C,A,B); THN(1 ,B,C, A) ; THN(I,A,B,C); 
sẻ làm nảy sinh các lời gọi cấp 3 dạng : THN(0,X, Y, Z) (thao tác rỗng tương ứng với 
trường hợp suy biến ); cùng với các thông tin của qúa trình xử lý còn dang dở . 

Quá trình gọi dừng lại khi gặp trường hợp suy biến. 

Qúa trình xử lý ngược với quá trình gọi bắt đầu khi thực hiện xong các trường hợp neo 
nhằm hoàn thiện các bước xử lý con dang dở song song với quá trình hoàn thiện các lời 
gọi là qúa trình loại bỏ các lưu trử thông tin giải thuật trung gian. 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


‹Xự thuật lập trìàuÍt dâng eqo - 37- 





Do đặc điểm của qúa trình xử lý một giải thuật đệ quy là : việc thực thi lời gọi đệ 
quy sinh ra lời gọi đệ quy mới cho đến khi gặp trường hợp suy biến (neo ) cho nên để 
thực thi giải thuật đệ quy cần có cơ chế. lưu trử thông tin thỏa các yêu cầu sau : 

+ Ở mỗi lần gọi phải lưu trữ thông tin trạng thái con dang dở của tiến trình 
xử lý ở thời điểm gọi. Số trạng thái này bằng số lần gọi chưa được hoàn tất. 

+ Khi thực hiện xong (hoàn tất) một lần gọi, cần khôi phục lại toàn bộ 
thông tin trạng thái trước khi gọi. 

+ Lệnh gọi cuối cùng (ứng với trương hợp neo) sẽ được hoàn tất đầu tiên , 
thứ tự dãy các lệnh gọi được hoàn tất ngược với thứ tự gọi, tương ứng dãy thông tin 
trạng thái được hồi phục theo thứ tự ngược với thứ tự lưu trử . 

Cấu trúc dữ liệu cho phép lưu trữ dãy thông tin thỏa 3 yêu cầu trên là cấu trúc lưu trử 
thỏa luật LIFO_ (Last In Eirt Out ) . Một kiểu cấu trúc lưu trử thường được sử dụng 
trong trường hợp này là cấu trúc chồng (stack). 

Với một chồng S thường cho phép chúng ta thực hiện các thao tác sau trên nó : 

- Thủ tục Creatstack(S) : Tạo chồng S rỗng . 

- Thủ tục Push(x,S) : Lưu trữ thêm dữ liệu x vào đĩnh stack S 

( x là dữ liệu kiểu đơn giản giản hoặc có cấu trúc ) 

- Thủ tục Pop(x,S) : Lấy giá trị đang lưu ở đĩnh S chứa vào trong đối tượng dữ 
liệu x và loại bổ giá trị này khỏi S ( lùi đỉnh S xuống một mức ) . 

- Hàm Empty()  :( kiểu boolean) Kiểm tra tính rỗng của S : cho giá trị đúng 
nếu S rỗng, sai nếu S không rỗng . 

Cài đặt cụ thể của S có thể thực hiện bằng nhiều phương pháp phụ thuộc vào từng 
ngôn ngữ lập trình và từng mục đích sử dụng cụ thể. 

Ví dụ : 

Cài đặt ( bằng cấu trúc mảng ) chồng S mà mỗi phần tử là một đối tượng dữ liệu 
thuộc kiểu T trong PASCAL như sau : 
Const s1zestack=... ; 
Type stackType = record 
St: array [I.. s1zestack] of T; 
Top:0.. sizestack ; 
end ; 


Thủ tục Creatstack(S) : tạo chồng S rỗng : 
Procedure  Creatstack( var § : StackType ) 
Begin 
S.Top:=0; 
End; 
Thủ tục Push(x,S) : Chèn - Lưu trữ thêm dữ liệu x vào đĩnh stack S 
( x là dữ liệu kiểu đơn giản giản hoặc có cấu trúc ) 
Procedure Push( var S: StackType ;x: T) ; 
Begin 
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S.S9f[S.Top +l]:= x; 
S.Top :=  S.Top+lH; 
End; 


Thủ tục Pop(x,S) : Xóa - Lấy giá trị đang lưu ở đĩnh S chứa vào trong đối 
tượng dữ liệu x và loại bổ giá trị này khỏi S ( lùi đỉnh S xuống một mức ) . 
Procedure  Pop(var SŠ: StackType ; var x:T); 
Begin 
x := S.S1[S.Top] ; 
S.Top :=  S.Top - l; 
End; 


Hàm Empty(S) :( Hàm boolean) Kiểm tra tính rỗng của Stack S 
Functon Empty( Š : StackType ) : boolean ; 
Begin 
Empty := (S.Top =0); 
End ; 


Mô hình stack S và tác dụng các thao tác trên nó . 


3 ——— ——— ả—-—— 3 








2———— 2 —XÌ]_— 2 
lI —  Ì —XO —  Ì —XO lI —xoO 
Createstack(S) ;  Push(S, xạ) ; Push(S.xỊ)  ; pop(S.y) 
( S.top=0) S.St[l] := Xo S.St[2]:= xi Vy := Xị 
SIOp ;=Ï StOop :=2 S.Top:= 1; 


NNLT PASCAL và C++ thực hiện được cơ chế đệ qui nhờ trong quá trình biên dịch, 
phần mềm ngôn ngữ tự động phát sinh ra cấu trúc stack để quản lý các lệnh gọi 
chương trình con. Khi một lệnh gọi chương trình con thực hiện, các biến địa phương 
(gồm cả các thông số) sẽ được cấp phát vùng nhớ mới ở đỉnh stack. Nhờ vậy các tác 
động địa phương của thủ tục sẽ không làm thay đổi các trạng thái xử lý còn dang dở. 


II. TỔNG QUAN VỀ VẤN ĐỀ KHỬ ĐỆ QUY. 


Đệ quy là phương pháp giúp chúng ta tìm giải thuật cho các bài toán khó . Giải 
thuật giải bài toán bằng đệ quy thường rất đẹp (gọn gàng, dễ hiểu ,dễ chuyển thành 
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chương trình trên các NNLT). Nhưng như đã chỉ ra ở trên việc xử lý giải thuật đệ quy 
lại thường gây khó khăn cho máy tính (tốn không gian nhớ và thời gian xử lý), hơn nữa 
không phải mọi NNLƯT đều cho phép mã hóa giải thuật đệ quy (ví dụ : FORTRAN). Vì 
vậy việc thay thế một chương trình đệ quy ( có chứa chương trình con đệ quy ) bằng 
một chương trình không đệ quy cũng là một vấn đề được quan tâm nhiều trong lập 
trình. 

Một cách tổng quát người ta đã chỉ ra rằng : Mọi giải thuật đệ quy đều có thể thay 
thế bằng một giải thuật không đệ quy . Vấn đề còn lại là kỹ thuật xây dựng giải thuật 
không đệ quy tương ứng thay thế giải thuật đệ quy . Rất đáng tiếc việc xậy dựng giải 
thuật không đệ quy thay thế cho một giải thuật đệ quy đã có lại là một việc không 
phải bao giờ cũng đơn giản và đến nay vẫn chưa có giải pháp thỏa đáng cho trường 
hợp tổng quát. 

Sơ đồ để xây dựng chương trình cho một bài toán khó khi ta không tìm được giải 
thuật không đệ quy thường là : 

+ Dùng quan niệm đệ quy để tìm giải thuật cho bài toán. 
+ Mã hóa giải thuật đệ quy . 
+ Khử đệ quy để có được một chương trình không đệ quy . 

Tuy nhiên do việc khử đệ quy không phải bao giờ cũng dễ và vì vậy trong nhiều 
trường hợp ta cũng phải chấp nhận sư dụng chương trình đệ quy . 


HI. CÁC TRƯỜNG HỢP KHỬ ĐỆ QUY ĐƠN GIẢN. 


1. Các trường hợp khử đệ quy bằng vòng lặp . 
a) Hàm tính gía tri của dấy dữ liệu mô tả bằng hồi quy. 
ai) Ý tưởng dẫn dắt : 
Xét một vòng lặp trong đó sử dụng 1 tập hợp biếnW_ = (V,U) gồm tập hợp U 
các biến bị thay đổi trong vòng lặp và V là các biến còn lại. 
Dạng tổng quát của vòng lặp là : 
W:=W ; {Wo=(U,,V,) } 
while C(U) do U:=g(W) (3.1.1) 
Gọi U là trạng thái của U ngay trước vòng lặp, Ủ¿ với k>0 là trạng thái của U 
sau lần lặp thứ k (giả sử còn lặp đến lần k). 
Ta có : 
U, mang các giá trị được gán ban đầu 
Uy =g(W)=g(U⁄i ,Vce ) = f(i) với k=l.n (3.12) 
Với n là lần lặp cuối cùng ,tức C(U/) đúng với mọi k<n,C(U,) sai 
Sau vòng lặp W mang nội dung (Ua,V, ). 
Ta thấy : để tính gía trị dãy được định nghĩa bởi quan hệ hồi quy dạng (3.1.2) ta 
có thể dùng giải thuật lặp mô tả bởi đoạn lệnh (3.1.1). 
aa) Giải thuật tính gía trị của dãy hồi quy thường gặp dạng : 
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fín) =  C khi n=n, (C là một hằng ) 
=_ g(njf(n-l)) khi n>no 
Ví dụ : 
Hàm giai thừa FAC (n) =n!= I ` khín=0 


= n#FAC(n- l) khi n>0 


Tổng n số đầu tiên của dãy đan dấu sau : 
Sa =1-3+5-7..+(-Ú PP” * Ón-D) 
SŒ) =1 khik=l 
= SŒ&-I) +( 1)” *2*k-1) với k>l 


-_ Giải thuật đệ quy tính giá trị f(n) 
fn) = 1f{n=n,) then return C; 
else return (g(n,f(n -l)) ; 
-_ Giải thuật lặp tính giá tri f(n) 


k:=ng,; F:=C; 
{ F=ff(n,) } 
While(k<n) do begin 
k :=k+l; 
F:=g(k,F); 
end ; } 
{ F=ffn) } 
Hoặc: F:=C; 
For k:=nạ to n-l do begin 
k:=k+l; 
FE:=g(k,F); 
end ; 
Trong trường hợp này : 
W=U=(k/F) 
Wo=U,= (nạC ) 
C(U)= (k<n) 


f(W) =(U) = f(k,F) = (k+1,g(k,F))) 


Ví dụ 1: Hàm tính FAC(n) = n! không đệ quy 
+ Trong NN LT PASCAL 
Function EAC (n: Integer ) : longimt ; 
var k :In(eger ; 


F: longint; 
Begin 
F:=1l;k:=0; 


while K<n)do begin 
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k:=k+l; 
F:=F#*k; 
end ; 
FAC :=F; 
end ; 


hoặc : 
Function EAC (n:integer ) : longimnt ; 
var K :In(©ger ; 


EF: longint; 
Begin 
F:=1; 
For k:=lto ndo F:=F*k; 
FAC :=F; 
end ; 


+ Trong NN LT C++ 
long int FAC (int n) 


{ Iintk=0; 
long Int F= 1; 
while(k<n) F= ++k*E; 
retum (F) ; 
} 
Hoặc : 


long int FAC (int n) 
{ longint E=l; 
for (Iintk= 1;k<=n; k++) F = k#E; 
retum (F) ; 


} 


Ví du 2 : Dạng hàm Sa không đệ quy 
+ trên NN LT Pascal : 
Function S(n: Integer ) : Integer ; 
var K,fg: In(©ger ; 


Begin 
k:=l;tg:=l; 
while (k<n)do begin 
k:=k+l; 
1fodd (k) then tg:=tg+(2*k-1) 
else tg:=tg-(2*k-1); 
end ; 
S:= t8; 
end ; 
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+ Trong NN LT C++ 
int Š (1nt n) 
{In k=l,tg=l; 
while(k<n) {k++; 
If(k%2) tg+ = 2*k-l; 
else tg- = 2*k+l; 


refurn (tg ); 


} 


b) Các thủ tục đệ qui dạng đệ qui đuôi. 

Xét thủ tục P dạng : 
PŒX)= If B(X) then D(X) 
else { AŒX) ; 
PŒ(X)); 
⁄ ; ^ ⁄ 

X- là tập biến ( một hoặc một bộ nhiều biến ). 
P(X) là thủ tục đệ quy phụ thuộc X 
A(X);D(X) là các nhóm thao tác (lệnh ) không đệ quy 
fX) là hàm biến đổiX 
Xét qúa trình thi hành P(X) : 

gọi Po là lần gọi P thứ0 (đầu tiên) P@Œ) 

P¡ là lần gọi P thứ I(lần2) PŒ(X)) 

P¡ là lần gọi P thứ ¡(lần¡+ I) PŒ((..fŒX)...) 

(P(Œ(X)) hợp ilầnhàmf ) 
Trong lần gọi P¡ nếu B(f(X)) không đúng (false) thì thi hành lệnh A và gọi P¿¡ ; 
nếu B(f(X)) đúng (true) thì thi hành lệnh D và kết thúc qúa trình gọi . 
Giả sử P được gọi đúng n +l lần. Khi đó ở trong lần gọi cuối cùng (thứ n) Pạ thì 
BŒ,(X)) đúng, lệnh D được thi hành và chấm dứt thao tác gọi thủ tục P. 
Sơ đồ khối quá trình thực hiện lệnh gọi thủ tục P(X) có dạng sau : 


Trong đó : 
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True 





Tương ứng với vòng lặp sau : 


While (not B(X)) do begin 


AØ); 
X:=f(®X); 
end ; 
D(X); 
Ví dụ l: 


Để đổi 1 số nguyên không âm y ở cơ số 10 sang dạng cơ số k (2<=k<=9) với 
việc dùng mảng A( A :array[l.. size ] of 0..k-I, size là một hằng được khai báo 
trước ) để chứa các ký số trong hệ k phân ( với quy ước ký số có ý nghĩa thấp được 


chứa ở chỉ số cao ) khi đó thủ tục đệ quy Convert(x,m) để tạo dãy gía trị :  A[0], 
ALI],..., A[m] như sau (hãy tự giải thích ) : 
Convert(nm) =  Ifƒ n<>0 then Begin 


Alm] :z n mod k; 
Convert(n div k,m-l) ; 
End ; 
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Lệnh gọi Convert(y,n) dùng để đổi số nguyên y trong cơ số 10 sang cơ số k lưu 
dãy 
ký số trong mảng A ; 
Trong ví dụ này ta có : 
X là (n,m); 
BŒ) là biểu thứcboolean not((n<>0) 
A(X) là lệnh gán A[m| := n mod k ; 
f(X) là hàm f(n,m) = (ndivk,m-I); 
DŒ) là lệnhrỗng 
Đoan lệnh lặp tương ứng với thủ tục Convert(x,m) là : 


While (n<> 0) then begin 
A[Im] := n mod k ; { AŒ%X) } 
n:zndiyvk; {X:=fX))} 
m := m-l; 
end ; 
Ví dụ 2 : 
Tìm USCLN của 2 số nguyên dựa vào thuật toán Euclide . 
- _ Giải thuật đệ quy (dưới dạng thủ tục ) tìm USCLN(m,n) bằng thuật toán Euclide : 


USCLN(m,n, var us) = if(n=0) then us := m 
else USCLN(n,m mod n, us ); 
- Trong trường hợp này thì : 
X là (m,n,us) 
PŒ%) là USCLN(m,n,us) 
BŒ®&) là n= 0 
D(X) là lệnh gán us:=m 
A(ŒX) là lệnh rỗng 
fX) là f(m,n,us) = (n,mmodn,us ) 


— 


- Đoạn lệnh lặp tương ứng là : 


While (n<>0) do begin 
sd := m mod n ; 
m :=n; 
n :=sd; 
end ; 


- Thủ tục không đệ quy tương ứng trong Pascal. 
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Procedure USCLN(m,n: Integer; var us : Integer ) ; 
Var sd:In(€B€T ; 
begin 
while (n<>0) do begin 
sd := m mod n; 


m ñ ; 
n := sd; 
end ; 
US := m ; 
end ; 


- Hàm con không đệ quy tương ứng trong C++ 
void — USCLN(ntm, Intn, Int& us ) 
{ while(n!=0) { int sd =m%n; 
m = n; 
n = sd; 


c) Các hàm đệ qui dạng đệ qui đuôi (tail-recusive). 


Xét hàm đệ qui dạng : 
f((ŒX)) khi C(X) đúng 


f(X)= 
a(X)_ khi C(X) sai 


f(X) =_ Ií(C(X)) then return( f(g(X)) 
else  return( a(x)) 

Tính f(X,). 
Ta có : 
f{X„) = f@@,) — vơí CQ,) đúng. 
fg(gŒX.)) với C(g(X,)) đúng. 


= fg'ŒX,)) với C(g"'(Xu)) đúng. 
= a(g“(Xu)) với C(g“(Xu)) sai. 


( g xo) =g(g(g  (e))))) ) 
PP Uu = X, = g'Œ,) 
U¡ =g'Xu)=g(”” u))=g(Uii) với ¡>= 1 


Ta có quan hệ sau : 
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HN = so 
U¡¿ = g(U¡¡) i=1...k. Với k là số nhỏ nhất mà C(U( ) sai. 
Lúc đó: f{X¿) =a(Ủx) 
Vậy đoạn chương trình tính f= f(X,) là : 
U := X,; 
whie C(U) do U:=g(U); 
f := a(U); 
Ví dụ : 
Với m,n>= 0 ta có hàm đệ quy tính USCLN(m,n) là : 
USCLN(m,n) = if(m<> 0)then return(USCLN (abs(m -n), min(m, n)) ; 
else return n ; 
Trong trường hợp này : 
X là (m,n); 
C(X) = C(m,n) là m<>0; 
gŒX) = gím,n) =_ (abs(m-n), min (m,n)); 
a(x) = a(m,n) = n; 


- _ Đoạn chương trình tính USCLNG@a ,b) là : 
m:=a; n:=b; 
while (m<>0) do begin 


tl :=m; 

(2 :=n; 

m := abs(f1 -t2); 
n := min(fl,t2); 
end ; 


USCLN := n; 


-- Hàm không đệ qui tương ứng trong Pascal. 
Functon USCLN(m,n: Integer ) : Integer ; 
var tÏ,t2 :Integer; 
begin 
while(n<>0) do begin tÌ :=zm; t2 :=zn; 
m := abs(t1 -f2); 
1l < t2) then n := 
else n := t2; 


Ị 
_ 
¬ 


end ; 
USCLN := m ; 
- Dạng hàm tương ứng trong C++ 


in USCLN@ntm, int n) 
{ whie(n!=0) {int tÍ =m; int t2 = n; 
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m= abs(1-t2); 
1ftl<t2) n =tl ;else n=t2; 


} 
return(m) ; 


} 


2. Khử đệ quy hàm đệ quy arsac 


a) Dạng hàm đệ qui ARSAC. 


a1) Dạng toán học : 


DS(A(CS(X)),FS(CS(X),X)))  khiC(X) đúng 


A(đ®%X) = 
BS(X) khi C(X) sai 


a2) Dạng mã giả : 
A(X) = IfC(X) then return(DS (A(CS(X)),FS(CS(X).X)) 
return (BS(ŒX ) ) 


else 


Với : BS,CS, DS,FS_ là các giải thuật không đệ qui. 
Trường hợp thường gặp là : BS(X), CS(Y), DS(U,V), FS(U,V) là các thao tác 
là biến đơn trị hoặc biến véc tơ 


đơn giản, không có lệnh gọi hàm con. X, Y ,U, V 


Đây là dạng tổng quát của hàm đệ quy chỉ gọi đến chính nó một lần . 


b) Sơ đồ tổng quát tính gía trị A(X) : 
Gọi U¿=X là gía trị đối số cần tính của hàm A. Việc tính A(U,) sẽ phát sinh 


lệnh gọi tính A(U¡) với U¡ =CS(U,) ( gỉa sử C(U,) true ). 
Cứ như vậy , khi mà C(U; ) còn đúng thì việc tính A(U;) sẽ phát sinh lệnh tính 


A(U;.¡) với U;¿¡ = CS(U; ). 
Với giả thiết là Uu=X thuộc miễn xác định của A ,thì quá trình lặp lại các 


lệnh gọi này phải dừng lại sau hữu hạn lần gọi . Tức là 3k thỏa : 
C(U,) = C(U¡) =. . = C(UI¡) = truc , C(U¿) = false. 
Xét 2 dãy số : 
- Dãy :{U¡ }; ={CS(U) } (2.1) 


Uc = X { cho trước } 


U¿i = CS(U)  i=0.. k1 
(2.2) 


-Dãy :{ Vị } ={ A(U)) } 
Vạ = A(U,) = AŒX,) ( gía trị cần tính ). 
Vị = A(U;) = DS(A(CS(U; ), FS(CS(U)), U; ) ) 
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DS(A(U;,¡),FS(U;.¡,U;)) 
DS(V:.¡,FS(U;.¡Uj)) với 0<1<k ( vì C(U,) đúng ) 
BS(U¿) (vì C(U¿) = false ) 


Vị 


Dựa vào 2 đãy số {U; }„£V¡} (mô tả bởi (2.1) và (2.2)) ta tính ACX) theo giải thuật 
sau : 
- Tính và ghi nhớ các U¡ từ 0 đến k theo (2.1). 
(Với C(U,) = C(Un) =...= C(U¿.¡) = True , C(U¿) = False ) 
- Sử dụng dãy gía trị U¡ để tính lần ngược Vị từ k xuống 0 theo (2.2), Vạ chính 
là gía trị cần tính ( Vọ = A(ŒX )). 


c) Giải thuật không đệ quy tính gía trị hàm Arsac bằng sử dụng cấu trúc 
Siack. 

Để thực hiện giải thuật trên thì dãy U;¡ phải được tính và lưu trử trong một cấu 
trúc dữ liệu thích hợp , để khi cần đến (khi tính Vị ) dễ lấy ra sử dụng . Đặc điểm quan 
trong của dãy U; là thỏa luật LIFO : thứ tự sử dụng ngược với thứ tự tạo sinh . Cấu 
trúc dữ liệu cho phép lưu trữ thuận lợi dãy phần tử thỏa luật LIEFO ( vào sau ra 
trước - Last In First Out) là câu trúc Stack . 

( Trên cấu trúc Stack_ 2 thao tác cơ bản đặc trưng là : 
+ Push(S,X) : Chèn phần tử dữ liệu X vào đĩnh Stack S. 
+ Pop(S,X): Lấy ra khỏi stack S phần tử dữ liệu ở đĩnh và chứa nó 
vào biến X ). 
Giải thuật không đệ qui tính Vạ= A(X) dựa trên 2 công thức (2.1), (2.2) và sử 
dụng Stack § là : 
+ Bước 1: tính U¡ bắt đầu từ U,„ theo (2.1) lưu vào Stack § 
CreateStack(S); (tạo stack rỗng S ) 
k:=0; 
U:=X ;(U¿=X) 
push(S,U) ; ( chèn Uo vào đĩnh stack S ) 
while C(U) do begin 
k:=k+rl; 
U:=CS(U) ; (U¿.¡ = CS(U/¿)) 
push (S,U) ; ( chèn U¿,¡ vào đĩnh Stack § ) 
end ; 


+ Bước 2 : Lấy dữ liệu trong Stack S tính Vị theo (2. 2) 
pop(S,U) ;(U =U,) 
V:=BS(U) ;  (C(U¿) sai; V=Vy = BS (U¿)) 
for I := k-l downto 0 do 
begin 
Y:=U; (Y = U¡¿¡) 
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pop(S.U) ; (U=U) 
V := DS(V,FS(Y,U)) ;  (C(U,) đúng; Vi = DS(CV¡,¡,FS(U;.¡,U;)) ) 
end ; 
{ V=AQ)} 


Hoặc : 
+ Bước I: tính U; bắt đầu từ U, theo (2.1) lưu vào Stack S 
CreateStack(S); (tạo stack rỗng S ) 
U:=X, ;(U¿=Xu) 
push(S,U) ; ( chèn Uo vào đĩnh stack § ) 
while C(U) do begin 
U:=CS(U); ( Ux„¡ = CS(Ux)) 
push (S,U) ; ( chèn U¿,¡ vào đĩnh Stack § ) 
end ; 
+ Bước 2 : Lấy dữ liệu trong Stack S tính Vị theo (2. 2) 
pop(S,U) ;(U =U ) 
V:=BS(U) ;  (C(U/) sai; V=V¿ = BS (Uy)) 
While(not emptystack(S)) do 


begin 
Y :=U; (Y =U,.1i) 
pop(S,U) ; (U=U,) 


V := DS(V,FS(Y,U)) ; (C(U;) đúng ; VỊ = 
DS(CV:.¡,FS(U;,¡,U;)) ) 
end ; 
{ V=A(X,j); 


Cơ chế lưu trử dãy dữ liệu LIFO bằng Stack là một đặc trưng của quá trình xử lý 
giải thuật đệ quy điều cần quan tâm là cấu trúc stack thường chiếm nhiều bộ nhớ. Vì 
vậy người ta luôn tìm cách tránh dùng nó khi còn tránh được . 


d) Một số hàm Arsac đặc biệt mà việc khử đệ qui giải thuật tính gía trị 
hàm có thể không dùng Stack. 
d1) Trường hợp thủ tục CS là song ánh . 
Trường hợp CS là song ánh từ miền D lên miền D thì hàm CS có hàm ngược 
CS”, Gọi hàm ngược của hàm CS là hàm CSMI. 
Tacó : CSMI(CS(X)=CS'(CS(X))=X vớiVXeD. 
Nên :  CSMI(U;¿¡)=CS'(CS(U,j))= U; với i=k-l,..,l,0 


Khi đó ta không cần lưu giữ các giá trị trung gian của dãy ƒ Ui } mà chỉ cần 
xuất phát từ U¿ dùng hàm CSMI để khôi phục lại các gía trị U¡ với i<k. 
Giải thuật tính A(X) sẽ trở thành : 
+ Bước l1 : Dựa vào (2.1) tính Uk 
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U :=X ;(Uy=X) 


k:=0; 
while C(U) do begin 
k z k+l; 
U:= CS(U) ;( Ux.¡ = C5(Uk)) 
end ; 


+Bước 2: Tính Vk, Vk-l,.. VI,Vo dựa vào Uk ,2.2) và CSMI 
V:= BS(U) ; (V=V,= BS (U¡) ) 
for 1 := k-l downto 0 do begin 
Y:=U, (Y=U¡i) 
U:= CSMI(U); (Ui =CSMI(U;,¡) ) 
V := DS(V,FS(Y,U)) ; 
( Vi = DS(VI+1,FS(Ui+1,UI) ) 
end ; 
{ V=Vo=A(X )} 


d2) Trường hợp thủ tục DS có tính hoán vị . 


Xét công thức tính : 
Vị = DS(V:.4,FS(U;.¡,U;)) VỚI mọi I<k 
Đặt : U”; = FS(U;,¡,U; ) 
DS(Vuu,U”) = VŸYuiTU”?) 
Ta có : 
Vụ = DS(V;, FS(U¡,U,)= DS(V:,U”¿)= Vị TƯ? 
Vị = DS(V¿, FS(U;,U;)= DS(V;,U”¡)= V;ạT7U”: 
DS(V:, FS(U:,U¿;) =DS(V:,U”;)= V:TU”; 


_ 
Ï 


Vị = DS(V¡¿¡, FS(U;.¡,U;) = DS(V¡.¡,U”)= ViTU; (3-1) 


Vựị = DS(V¿, ES(U(,UL.¡) = DS(CV¿,U”k¡)= VLT U ki 
Vy. = BS(U¿) 


Khi DS có tính hoán vị tức : DS(DS(x,y),z) = DS(DS(x,z),y) 
( Viết trên ký hiệuT : (x Ty)Tz=(xTz)Ty 
Thực hiện thế lần lượt Vị rồi Vạ... trong công thức Vụ. 


Ta có : 
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Vẹ =V;iTUo= (Vạ TUJ)TU, = (Vạ TUọẹ) Uï" 
=((V:TU';)TU)TU?; = (V;TU;)TU,)TUï 

= ((V:TU,)TU;)TU?;: 

= ((VạTU,)TU;)TU; 


Vụcm 6. ((WETUðZTUDTDUSs)WT.xTHjjffU%y <2) 


(3 - 2) là một dãy liên tiếp ( một tổng ) k phép toán T mà ta đã biết giải thuật 
tính. Thực vậy : 
Thiết lập dãy Wi như sau : 


Wo = Vị 
W; = W,¡TU”;;¡ VỚI 1= Ì..k 
Tức là : Wy = Vụ = BS(U,) (3-3) 


W¡ = W,¡TU);¡ = DS(W;¡,FS(U;,U,¡)) I=l..k 
W¿ chính là gía trị Vạ cần tính . 
Như vậy giải thuật nh W¿(Vo = A(ŒX)) gồm 2 bước : 
Bước l: Xác định kvà U¿ theo công thức (I - I) 
Bước 2: Tính dãy W;, trong lúc tính thì phải tính lại dãy U¡,theo (3 - 3) 
AŒ%X)=Vo=Wk. 
Giải thuật không đệ qui tương ứng dược xem như bài tập. 


3. Khử đệ quy một số dạng thủ tục đệ quy thường gặp. 


a) Dẫn nhập. 

Để thực hiện một chương trình con đệ quy thì hệ thống phải tổ chức vùng lưu trữ 
thỏa quy tắc LIFO (vùng Stack). Vì vậy chỉ những ngôn ngữ lập trình có khả năng tạo 
vùng nhớ stack mới cho phép tổ chức các chương trình con đệ quy. Thực hiện một 
chương trình con đệ quy theo cách mặc định thường tốn bộ nhớ vì cách tổ chức Stack 
một cách mặc định thích hợp cho mọi trường hợp thường là không tối ưu trong từng 
trường hợp cụ thể. Vì vậy sẻ rất có ích khi người lập trình chủ động tạo ra cấu trúc dữ 
liệu stack đặc dụng cho từng chương trình con đệ quy cụ thể. 

Phân tiểp theo sẻ trình bày việc khử đệ quy một số dạng thủ tục đệ quy theo hướng 
thay giải thuật đệ quy bằng các vòng lặp và một cấu trúc dữ liệu kiểu stack thích hợp . 


b) Thủ tục đệ qui chỉ có một lệnh gọi đệ quy trực tiếp . 
Mô hình tổng quát của thủ tục đệ quy chỉ có một lệnh gọi đệ quy trực tiếp là : 


P(AX) =ä ïí C(X) then D(X) 
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else begin 
A®%); PŒŒ®X)) ; BŒ) ; 
end ; 
Với : 
X_ là một bién đơn hoặc biến véc tơ. 
C(ŒX) là một biểu thức boolean của X. 
A(X), B(X), D(ŒX) là các nhóm lệnh không đệ quy ( không chứa lệnh gọi đến 
By 
fŒX) là hàm của X. 
Tiến trình thực hiện thủ tục P(X) sẻ là : 
+ Nếu C(X) đúng thì thực hiện DŒX).. 
+ Còn không ( C(X) sai ) thì thực hiện A(X) ; gọi PŒ(X)) ; thực hiện B(X). ( 
B(X) chỉ được thực hiện khi PŒ(X)) thực hiện xong ). 
Mỗi lần thành phần đệ quy P(Y) được gọi thì thông tin giải thuật B(Y) lại 
được sinh ra (nhưng chưa thực hiện ). 
Gỉa sử qúa trình đệ quy kết thúc sau k lần gọi đệ quy thì ta phải thực hiện 
một dãy k thao tác B theo thứ tự: B(ŒŒ“'X)), BŒ  (@Œ),. . . .BŒŒ@Œ)) 
.BŒ(X)),BŒ). _ 

Để thực hiện dãy thao tác { Bf(X)) } theo thứ tự ngược với thứ tự phát sinh ta cần 
dãy dữ liệu {f(X) } truy xuất theo nguyên tắc LIEO. Ta sẻ dùng một Stack để lưu trử 
dấy{fCO}= 1X,WX).ÑWXÔ.....fCO....:f 001 

Trình tự thực hiện P(X) được diễn tả bằng mô hình sau : 


P(Œ®) 


—__— 


C(X) = False A(X); ——* Push(S,X); U:=f(X) ; P(U) ; POP(S,U); B(U) 
(US&%) 





C(U) = False A(U);———_ Push(S,U); U :=f(U));P(U); POP(S,U); B(U) 
( (%X)) 





C(U)=False A(U);_— y Push(S,U); U:=f(U));P(U); POP(S,U) ; B(U) 


| 


C(U) =False A(U);------>—> Push(S,U); U:=f(U));P(U); POP(S,U) ; B(U) 
(CỨ=f"')) 
C(U) = True ——y D(U) 
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Giải thuật thực hiện P(X) với việc sử dụng Stack có dạng : 


P(X) = { Creat Stack(S) ; (tạo stack S) 

While(not(C(X)) do begin A(X); 
Push(S,X) ; ( cất gía trị X vào stack S ) 
X = fŒX) ; 

end ; 
DŒ) ; 
While(not(EmptyS(S))) do begin 
POP(S,X) ; (lấy dữ liệu từ S ) 


BƠ) ; 
end ; 
} 
Ví dụ : 
Thủ tục đệ quy chuyển biểu diễn số từ cơ số thập phân sang nhị phân có dạng : 
Bimnary(m) =  if(m>0)then begin 


Binary(m div 2); 
write(m mod 2); 
end; 
Trong trường hợp này : 
X là m. 
P(X) là Binary(m) . 
A(Œ); DŒX) là lệnh rỗng. 
BŒ') là lệnh Wrie(m mod 2); 
CŒ) là (m<=0). 
f{X) =f(m) =m div 2. 
Giái thuật thực hiện Binary(m) không đệ quy là : 
Binary(m) = { Creat Stack (S) ; 
While(m>0) do begin 
sdu :=m mod 2 ; 
Push(S,sdu) ; 
m:=m div 2 ; 
end; 
While( not(EmptyS(S)) do begin 
POP(S,sdu) ; 
Wri(e(sdu) ; 
end; 
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c) Nhiều lệnh gọi đệ quy trực tiếp. 


c1) Thủ tục đệ quy với 2 lần gọi trực tiếp 
Thủ tục đệ quy 2 lần gọi trực tiếp có dạng : 


P(X) =  ïíf C(X) then D(X) 
else begin 

Aœ®%); PứŒ(X); 

B(X) ; P@œ(X)); 
end ; 


Qúa trình thực hiện thủ tục P(X) sẻ là : 

- Nếu C(X) đúng thì thực hiện DŒX) . 

- Nếu C(X) sai thì thực hiện A(X) ; gọi PŒ(X)) ; thực hiện B(X) ; gọi P(g(X)), khi 
gọi P(g(X)) thì lại phát sinh lệnh A(g(X)) như vậy ngoài việc phải lưu vào stack các 
gía trị f(X) ta con phải lưu vào stack các gía trị ø'QX) tương ứng . Khi ta lấy dữ liệu từ 
stack để thực hiện lệnh B(U) mà chưa gặp điều kiện kết thúc thì ta thực hiện P(g(U)) 
và lại phải lưu gía trị g(U) vào stack,„,... Điều kiện dừng là khi truy xuất tới phần tử 
lưu đầu tiên trong stack . 

Như vậy là ngoài dữ liệu X, con phải lưu vào ngăn xếp thêm thứ tự lần gọi ( cụm 
gỌI ) 
Thuật toán khử đệ quy tương ứng với thủ tục đệ quy PŒX) là : 


{ Creat_Stact (S) : 
Push (S, (X,1)) ; 


Repeat 
While ( not C(X)) do begin 
A®%); 
Push (S, (X,2)) ; 
X :=Íf(X) ; 
end ; 
D(X); 


POP (S, (X,K)); 
(k<> 1) then begin 
Bồ); 
X := gX); 
end ; 
unfil (k= 1); 
} 
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Ví dụ: Khử đệ quy thủ tục Tháp Hà Nội. 
+ Dạng đệ quy của thủ tục Tháp Hà Nội là : 


THN(n,X,Y,Z) = If(n>0) then begin 
THN(n-1,X,Z,Y); 


Move (X, Z2); 
THN(n-I1,Y,X,Z); 
end ; 


Với n là số đĩa, X là cột đầu, Z là cột cuối, Y là cột giữa ,Move(X,Z) là thao tác 
chuyển I1 đĩa từ cột X tới cột Z.. 
Trong trường hợp này : 
Biến X là bộ(n,X,Y,”“). 
C(X) là biểu thức boolean (n<=0). 
D(ŒX), AŒ®X) là thao tác rỗng. 
B(X) = B(n,X,Y,Z) là thao tác Move(X,Z) ; 
fX) = fn,X,Y,„Z) =(n-1,X,Z,V). 
gœ®) gín,X,Y,Z) =(n-l,Y,X,Z). 
Giải thuật không đệ quy tương đương là : 


{ Creat_Stack (S) ; 
Push (S ,(n,X,Y,Z„l)) ; 
Repeat 
While(n>0) do begin 
Push (S ,(n,X,Y,Z.2)); 


n:=zn-l; 
Swap (Y,Z); (* Swap(a,b) là thủ tục hoán 
end ; đổi nội dung 2 biếna,b *) 


POP (S.(n,X,Y,Z.k)); 
(k<>l) then begin 
Move (X ,Z); 
n:=n-l; 
Swap(X,Y); 
end ; 
untl(k= 1); 
} 


c2) Trường hợp n lần gọi đệ quy trực tiếp . 
Thủ tục đệ quy trong trường hợp này có dạng : 
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P(ŒX) = ïif C(X) then D(X) 
else begin 
A1(®X) ; PŒI(X)); 
A2{X) ; PŒ2(X)); 


An(X) ; P(n(X)); 
An+1(X); 
end ; 


Cũng giống như trong trường hợp (3a) là khi quay trở lại sau khi thực hiện một lần 
đệ quy, cần biết đó là lệnh gọi thuộc nhóm thứ mấy trong dãy lệnh gọi để biết thao 
tác cần thực hiện tiếp. Vì vậy trong chồng cần giữ thêm vị trí nhóm lệnh gọi . 


Dạng lặp tương ứng là : 


{ Creat_Stack (S); 
Push(S,(X,1)) ; 


Repeat 
While (not C(X)) do begin 
A1) ; 
Push (S,(X,2)) ; 
X :=fI(X); 
end ; 
DØ) ; 


POP(S,(X.,k)); 
While((k =n+l) do begin 
An+l; 
POP(S,(X.,K)) ; 
end ; 
í(k>0) then begin 
Ak(®X); 
Push (S,(X,k+1)); 
X :=fk(X) 
end ; 
unfil (k= 1); 
} 


Ví dụ : Khử đệ quy cho thủ tục hoán vị. 
+ Thủ tục hoán vị dưới dạng đệ quy : 
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HVIV.,n) = If(n=l) then Pnnt(V) 
else for i := n downto l do 
begin 
Swap (Vịn],V[il); 
HVI(V,n- l): 
end ; 
trong trường hợp này thì : 
X làbộ(V„n). (* vector V và số nguyên n *) 
CŒ%) là (n=Il). 
D(ŒX) là Print (V). (* xuất vector V *) 
Ai®X) l thủ tục Swap(V[n],V[i])(¡ =1..n). 
An+l là thao tác rỗng. 
fi(X)=f(V,n)=(V,n-l).(với i = l..n) 
Dạng lặp của thủ tục là : 


{ Creat_Stack (S) ; 
Push (S,(V ,n,l)) ; 
Repeat 
While(n>lI) do begin 
Swap(V[n] ,V[I]: 
Push(S,V,n,2); 
n:=n-l; 
end ; 
Pmnt (V) ; 
POP (S,(V.,n,k)); 
While(k=n+l) do POP(S,(V,n,k); 
1fK<>I)then begin 
Swap(V[n] ,V[K]) ; 
Push (S ,(V ,n ,k+l) ; 
n:zn-l; 
end ; 
until(k = l); 
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PHẦN I 


KIỂM CHỨNG CHƯƠNG TRÌNH 


CHƯƠNG IV 
CÁC KHÁI NIỆM 


L CÁC GIAI ĐOAN TRONG CUÔC SỐNG CỦA MỘT PHẦN MỀM 


Việc sử dụng máy tính để giải một bài toán thực tế thường bao gồm nhiều việc. 
Trong các công việc đó công việc mà người ta quan tâm nhất là việc xây dựng các hệ 
thống phần mềm (các hệ thống chương trình giải bài toán ). 

Để xây dựng một hệ thống phần mềm, người ta thường thực hiện trình tự các công 
việc sau : Đặc tả bài toán, xây dựng hệ thống, sử dụng và bảo trì. 


1) Đặc tả bài toán 

Gồm việc phân tích để nắm bắt rõ yêu cầu của bài toán và diễn đạt chính xác lại 
bài toán bằng ngôn ngữ thích hợp vừa thích ứng với chuyên ngành tin học vừa có tính 
đại chúng ( dễ hiểu đối với nhiều người). 


2) Xây dựng hệ thống 


Trong bước này sẻ tuần tự thực hiện các công việc sau : 

- Thiết kế : Xây dựng mô hình hệ thống phần mềm cần có. Trong bước này, 
công việc chủ yếu là phân chia hệ thống thành các module chức năng và xác định rõ 
chức năng của từng module cũng như mối tương tác giữa các module với nhau. Chức 
năng của mỗi module được định rõ bởi đặc tả của từng module tương ứng. 

- Triển khai từng module và thử nghiệm : 

Viết chương trình cho từng module (bài toán con) thỏa "đúng" đặc tả đã đặt ra. Tính 
đúng của chương trính được quan tâm bằng 2 hướng khác nhau : 

+ Chứng minh tính đúng một cách hình thức (thường là một công việc khó 
khăn). 

+ Chạy thử chương trình trên nhiều bộ dữ liệu thử khác nhau mỗi bộ dữ 
liệu đại diện cho một lớp dữ liệu (thường là một công việc tốn kém ). Để có tính 
thuyết phục cao, người ta cần chạy thử trên càng nhiều bộ dữ liệu càng tốt. Khi thử 
nếu phát hiện sai thì phải sửa lại chương trình còn chưa phát hiện sai thì ta con tạm tin 
chương trình đúng (chạy thử chỉ có tác dụng phát hiện sai và tăng lòng tin vào tính 
đúng chứ không chứng minh được tính đúng ). 
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- Thử nghiệm ở mức độ hệ thống : Sau khi từng module hoạt động tốt, ngưòi ta cần 

thử sự hoạt động phối hợp của nhiều module, thư nghiệm toàn bộ hệ thống phần mềm. 

Thử nghiệm tính đúng theo bất cứ cách nào thì cũng rất tốn thời gian và công sức 

nhưng lại là một việc phải làm của người lập trình vì người lập trình luôn luôn phải 
bảo đảm chương trình mình tạo ra thỏa đúng đặc tả. 


3) Sử dụng và bảo trì hệ thống 
Sau khi hệ thống phần mềm hoạt động ổn định, người ta đưa nó vào sử dụng. 
Trong quá trình sử dụng có thể có những điều chỉnh trong đặc tả của bài toán, hay 
phát hiện lỗi sai của chương trình. Khi đó cần xem lại chương trình và sửa đổi chúng. 
Các yêu cầu sau cho qúa trình xây dựng phần mềm : 
a) Cần xây dựng các chương trình dễ đọc, dễ hiểu và dễ sửa đổi. 
Điều này đòi hỏi một phương pháp tốt khi xây dựng hệ phần mềm : phân rã tốt hệ 
thống , sử dụng các cấu trúc chuẩn và có hệ thống khi viết chương trình ,có sưu liệu 
đầy đủ. . 
b) Cần đảm bảo tính đúng. Làm thế nào để xây dựng một chương trình "đúng" ? 
Một điều cần chú ý là: Phép thử chương trình chỉ cho khả năng chỉ ra chương trình 
sai nếu tình cờ phát hiện được chứ không chứng minh được chương trình đúng vì 
không thể thử hết được mọi trường hợp. Vì vậy người ta luôn cố gắng chứng minh 
chương trình đúng của chương trình bằng logic song song với chạy thử chương trình. 
Có 2 cách chính thường được sử dụng để đảm bảo tính đúng của phần mềm trong 
quá trình xây dựng hệ thống : 
- Viết chương trình rồi chứng minh chương trình đúng. 
- Vừa xây dựng vừa chứng minh tính đúng của hệ thống. 
Việc tìm kiếm những phương pháp xây dựng tốt để có thể vừa xây dựng vừa kiểm 
chứng được tính đúng luôn là một chủ đề suy nghĩ của những người lập trình . 


. ° 
HL ĐC TA 
1. Đặc tả bài toán 
a) Khái niệm. 
Khi có một vấn đề ( một bài toán) cần được giải quyết , người ta phát biểu bài toán 
bằng một văn bản gọi là đặc tả bài toán (problem specification). 
Các bài toán đặt ra cho những người làm công tác tin học thường có dạng sau : Xây 
dựng một hệ thống xử lý thông tin mà hoạt động của nó : 
- Dựa trên tập dữ liệu nhập (thông tin vào) thoả mãn những điều kiện nhất định. 
- Xẩy ra trong một khung cảnh môi trường hạn chế nhất định. 
- Mong muốn sản sinh ra một tập dữ liệu xuất (thông tin ra ) được quy định trước 
về cấu trúc và có mối quan hệ với dữ liệu nhập và môi trường được xác định trước . 
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Những khía cạnh trên được thể hiện trong đặc tả bài toán (ĐTBT). 


b) Tác dụng của đặc tả bài toán . 
- Là cơ sở để đặt vấn đề, để truyền thông giữa những người đặt bài toán và những 
người giải bài toán. 
- Là cơ sở để những người giải bài toán triển khai các giải pháp của mình . 
- Là cơ sở để những người giải bài toán kiểm chứng tính đúng của phần mềm tạo ra 


- Là phương tiện để nhiều người hiểu tính năng của hệ thống tin học mà không 
cần (thường là không có khẩ năng) đi vào chi tiết của hệ thống . 

Để đạt được 4 mục tiêu trên, ĐTBT cần gọn, rõ và chính xác . 

Để đạt được mục tiêu thứ 2, thứ 3 thì ngôn ngữ để viết ĐTBT cần phải có tính hình 
thức (formal) và trên ngôn ngữ này cần có các phương tiện để thực hiện các chứng 
minh hình thức. Ngôn ngữ thích hợp với yêu cầu này là ngôn ngữ toán học và hệ 
logic thích hợp là logic toán học. Người ta thường sử dụng ngôn ngữ bậc nhất (với 
các khái niệm và toán tử toán học) và logic bậc nhất . 

Tuỳ theo mức độ phức tạp của bài toán mà phương tiện diễn đạt ĐTBT có những 
mức độ phức tạp và mức độ hình thức khác nhau . 

Ở mức bài toán lớn, trong mối quan hệ giữa người sử dụng và người phân tích, 
người ta dùng : sách hợp đồng trách nhiệm (cahier des charges), sơ đồ tổ chức, biểu đồ 
luân chuyển thông tin... Giữa những người phân tích, người ta dùng phiếu phân tích 
các đơn vị chức năng, biểu đồ chức năng... 

Kết quả phân tích được chuyển thành yêu cầu với người lập trình bằng các đặc tả 
chương trình (ĐỚTCT - program specification) . 


2. Đặc tả chương trình (ĐTCT). 
ĐTCT gồm các phần sau : 

- Dữ liệu nhập : Các dữ kiện mà chương trình sử dụng . Đặc trưng quan trọng là 
danh sách dữ liệu nhập và cấu trúc của chúng , có khi cần nêu nguồn gốc , phương tiện 
nhập của mỗi dữ liệu nhập . 

- Điều kiện ràng buộc trên dữ liệu nhập: là những điều kiện mà dữ liệu nhập phải 
thoả để hệ thống hoạt động đúng . Chương trình không bảo đắm cho kết quả đúng khi 
thực thi các bộ dữ liệu không thoả các điều kiện này . 

Trong phần mô tả dữ kiện nhập cần nêu lên : 
+ Cấu trúc : kiểu dữ liệu ( các thành phần, sự kết nối các thành phần ). 
+ Các ràng buộc trên gía trị của chúng . 

- Dữ liệu xuất : Các dữ liệu mà chương trình tạo ra . Cũng như phần dữ liệu nhập, 
cần nêu rõ danh sách dữ liệu xuất, cấu trúc của chúng, có khi cần nêu phương tiện 
xuất của từng dữ liệu xuất. 
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- Điều kiện ràng buộc trên dữ liệu xuất: Những điều kiện ràng buộc mà dữ liệu xuất 
phải thoả. Chúng thể hiện yêu cầu của người sử dụng đối với chương trình. Các điều 
kiện này thường liên quan đến dữ liệu nhập . 

Ví dụ l: 

Viết chương trình đọc vào một số nguyên dương N rồi xuất ra màn hình N số 
nguyên tế đầu tiên. 
Đặc tả chương trình : 
+ Dữ liệu nhập : một số nguyên N. 
+ Điều kiện nhập : Ñ >0, nhập vào từ bàn phím. 
+ Dữ liệu xuất : một dãy gồm N số nguyên. 
+ Điều kiện xuất : là dãy N số nguyên tố đầu tiên, xuất ra màm hình . 
Ví dụ 2 : 
Viết chương trình đọc vào một dãy N số nguyên, xuất ra màn hình dãy đã sắp xếp 
theo thứ tự không giảm. 
Đặc tả chương trình : 
+ Dữ liệu nhập : một array A có N phần tử là số nguyên . 
+ Điều kiện nhập : nhập từ bàn phím . 
+ Dữ liệu xuất : array A' có N phần tử là số nguyên. 
+ Điều kiện xuất : xuất ra màn hình ,A' là một hoán vị của A., A' là một 
dãy không giảm. (1 <= ¡< j <=NÑ==>Ai]<= AI ) 
Chú ý : Một đặc tả tốt cho một định hương đúng về sử dụng hợp lý các cấu trúc dữ 
liệu và một gợi ý tốt về hướng xây dựng giải thuật cho bài toán. 


3. Đặc tả đoạn chương trình . 





a) Không gian trạng thái. 

Một chương trình sử dụng một tập các biến xác định. Một biến thuộc một kiểu dữ 
liệu xác định. Một kiểu dữ liệu xác định một tập gía trị mà mỗi biến thuộc kiểu có 
thể nhận . 

Tập giá trị mà biến chương trình X có thể nhận (miễn xác định của biến X ) gọi là 
không gian trạng thái (state space) của biến X. 

Xét chương trình P giả sử P sử dụng các biến a,b,c,... với các không gian 
trạng thái tương ứng là : A,B.,C,... thì tích Decartes của A,B,C,..(A^B^C^..)là 
không gian trạng thái của chương trình P. 


b) Đặc tả đoạn chương trình. 

Xét một tiến trình xử lý thực thi một chương trình. Mỗi lệnh của chương trình biến 
đổi trạng thái các biến của chương trình từ trạng thái này sang trạng thái khác , xuất 
phát từ trạng thái đầu ( trạng thái khi bắt đầu tiến trình xử lý) kết thúc tại trạng thái 
cuối ( trạng thái khi tiến trình xử lý kết thúc). 
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Ở từng thời điểm trước hoặc sau khi thực hiện một lệnh , người fa quan tâm đến tập 
hợp các trạng thái có thể. của chương trình. Tập hợp các trạng thái này sẻ được biểu 
thị bởi các tân từ bậc nhất với các biến là các biến của chương trình. 

Ví dụ I1 : Đoạn chương trình sau tính tích của hai số nguyên dương a và b 

{(a>0)and(b>0)}  / ràng buộc trên trạng thái đầu . 


Xi=a; 
Vy ác hịn.?z Ö; 
{(x=a )and (y=b) and ((u+x*y ) =(a#*b)) } // ràng buộc trung gian trên 

repeat {(u+x*y = a*b) and ( y>0) } trạng thái của CT. 
u :=u+a; 
y=y-]; 

{(u+x*y = a*b) and (y >= 0) } // ràng buộc trung gian trên trạng 
thái 
until (y= 0) của chương trình. 
{u= a*b} // ràng buộc trên trạng thái xuất 


Mỗi tân từ trong ví dụ trên mô tả một tập các trạng thái có thể có ở điểm đó. 


Ví dụ 2 : Đoạn chương trình hoán đổi nội dung của 2 biến x và y, dùng biến t làm 
trung g1an. 


{(x=xø› and(y=yo)} / x, y mang giá trị ban đầu bất kỳ nào đó 


ti=X;: 
X:=Yy; 
y:=f 


{(x=y„) and (y=xo)} /x,y sau cùng mang giá trị hoán đổi của nhau. 

Trong ví dụ này để biểu diễn quan hệ giữa nội dung các biến với nội dung của một 
số biến bị gán trị, người ta cần phải dùng các biến giả (ghost variable). Ví dụ ở đây 
là xo và yo biểu thị nội dung của x và y trước khi thực hiện đoạn chương trình. 


Ví dụ 3 : 
Nhân 2 số nguyên dương x, y, kết quả chứa trong u. 
{(x=xo >0) and (y=yo >0)}) 
u := 0; 
Tepeat 
uU :=u+x; 
y=ys1; 
until (y = 0) 
{u=Xo*yo j 
Thật ra ở đây tập hợp các trạng thái xuất thực sự là nhỏ hơn, biểu thị bởi một điều 
kiện chặt hơn, đó là : {(u= xo * ye) and (y =0) and (x = xo) } 
Tổng quát ta cần khảo sát một đoạn chương trình S với 2 điều kiện đi trước P và 
đi sau Q.. Cần chứng minh rằng nếu xuất phát từ trạng thái thoả P thi hành lệnh § thì 
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cần đạt tới trạng thái thỏa Q. P được gọi là điều kiện đầu (precondition), Q được 
gọi là điều kiện cuối (postcondition). Cặp tân từ (P,Q), được gọi đặc tả của đoạn lệnh 
S. Bộ 3 S, P, Q tạo nên một đặc tả đoạn lệnh thường được mô tả hình thức bằng tập ký 
hiệu: {P) S {Q; 

({P}: tập trạng thái thỏa tân từ P, { Q }: tập trạng thái thỏa tân từQ_ ) 


Việc thiết lập các khẳng định ở những điểm khác nhau trong chương trình nhằm để : 
+ Hoặc là đặc tả một đoạn chương trình cần phải xây dựng : ầm S thỏa P, Q cho 
trước. 
+ Hoặc là cơ sở để chứng minh tính đúng của đoạn chương trình S ( đoạn chương 
trình S thoả đặc tả ). 
+ Hoặc để đặc tả ngữ nghĩa đoạn chương trình (thực hiện sưu liệu chương trình) 
nhằm mục đích làm người đọc hiểu được ý nghĩa của đoạn chương trình 


II. NGÔN NGỮ LẬP TRÌNH. 
Để kiểm chứng tính đúng của một đoạn chương trình, đầu tiên cần trình bày đoạn 
chương trình đó trong một dạng ngôn ngữ lập trình chuẩn mực ở dạng cốt lõi. 
Ngôn ngữ lập trình ở dạng cốt lõi chỉ bao gồm các thao tác chuẩn : lệnh gán, lệnh 
điều kiện, lệnh lặp while và lệnh ghép (dãy tuần tự các lệnh ). 
Cú pháp của ngôn ngữ cốt lõi được định nghĩa trong dạng BNFE như sau : 


< lệnh > ;:= < lệnh đơn > | dãy lệnh 

< lệnh đơn>_ ::=< lệnh gán > | < lệnh điều kiện > | < lệnh lặp > 

< dãy lệnh> ::=< lệnh đơn > | < lệnh đơn > ';' < dãy lệnh > 

< nhóm lệnh > ::= < lệnh đơn > | begin' < dãy lệnh > 'end' 

< lệnh gán> ::=<biến> :='< biểu thức > 

< lệnh điều kiện > ::= 'if < biểu thức > 'then' < nhóm lệnh > 'else'< nhóm lệnh > l 
f < biểu thức > 'then'< nhóm lệnh > 

<lệnhlặp> ::= 'while' < biểu thức > 'do' < nhóm lệnh > 


Định nghĩa trên xác định rằng mỗi < lệnh > mà ta khảo sát có thể là : 
- <Lệnh đơn> : bao gồm các trường hợp : 

+ < Lệnh gán > Ví dụ: Y:=(X+Y)*”“; 

+ < Lệnh điều kiện > mà < nhóm lệnh> sau then' hay 'else' có thể là một 
<lệnh đơn> hay một <dãy lệnh> được bắt đầu bởi 'begin' và chấm dứt bởi 'end'. 

Ví dụ: If(x>0) then y := z 
else begin z := x*2; 
IÍ(z= y) then y := 0Ö 
end ; 
+ < Lệnh lặp > với một < biểu thức > biểu thị điều kiện lặp và < nhóm lệnh> 
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Ví dụ : while(x>0)do begin y := x; 
while(y>0) do y := y-l; 
X:i=X-ÏH; 
end ; 
- <Dãy lệnh> chính là dãy tuần tự các <lệnh đơn> ngăn cách bởi dấu ';' 
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CHƯƠNG V ộ 
KIÊM CHỨNG TÍNH ĐÚNG CÓ ĐIÊU KIỆN 


IL CÁC KHÁI NIÊM VỀ TÍNH ĐÚNG. 


Xét bộ 3 gồm : đọan lệnh S, các tân từ trên các biến của chương trình (có thể bao 
gồm các biến giả) P, Q ( P mô tả điều kiện đầu , Q mô tả điệu kiện cuối ). 

Bộ3:{P} S {Q} tạonên đặc tả đoạn lệnh S. 

Đặc tỉ:ƒP} S ƒ£Q} được gọi là thỏa đầy đủ ( đúng đầy đủ - đ đ đ ) nếu xuất 
phát từ bất kỳ 1 trạng thái thỏa P thực hiện đoạn lệnh S thì việc xử lý sẻ dừng ở trạng 
thái thỏa Q. 

Đặc tỉ:{P} S  {Q} được gọi là thỏa có điều kiện ( đúng có điều kiện — đcđk ) 
nếu xuất phát từ bất kỳ 1 trạng thái thỏa P thực hiện đoạn lệnh S nếu việc xử lý dừng 
thì trạng thái cuối thỏa Q ( tính dừng của S chưa được khẳng định ). 

Khẳng định {P} S§ {ƒ{Q } diễn đạt tính đúng có điểu kiện (condition 
correctness) (tđcđk) của S. Tính đúng của S dựa trên đkđ P và đkc Q với giả định 
rằng tính dừng của S đã có. 


Vídụ:  a){(x=x¿s)and(y=yo)} Nếu (x = xạ) và (y = yo ) trước khi 
t:=x t:=x được thi hành 


{(t=x=xo) and (y=yo) } Thì sau đó (t=x=xo) và (y =yo ) 
b){(t=x=x¿)and (y=yo)} Nếu (t=x=xo) và (y=y,) trước khi 
X:=y x :=y được thi hành 
{(f=xs) and (X=y=yo) } Thì sau đó (t= xo ) và (xX=y=yo) 


©){(t=xs)and (x=y=yo)} Nếu (t=xo) và (x= y =yo ) trước khi 


y:=zf y :=t được thi hành 
{(y=Xo) and (x =yo ) } Thì sau đó ( y =xo ) và (X= yo) 
Các phát biểu a, b,c là đúng theo cảm nhận của ta về lệnh gán. 
d){x>0} Nếu (x>xu¿) trước khi 
X£xÍ x:=x-l được thực hiện 
{x>0} Thì sau đó (x>0) 


Phát biểu d là sai vì có một trạng thái ban đầu x=1 thoả P(x >0) nhưng sau 
khi thi hành lệnh x := x-l (x giảm I) thì x=0 không thoả Q(x>0). 


H. HỆ LUẬT HOARE (HOARES INFERENCE RULES). 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


‹Xƒ thuật lập trìnft nâng cao - ó0)- 





Để có thể thực hiện chứng minh hình thức về tính đúng của các đoạn chương 
trình, ta cần có những tiền để mô tả tác động của các thao tác xử lý cơ bản (lệnh cơ 
bản ) của ngôn ngữ dùng viết chương trình ( ở đây là ngôn ngữ cốt lõi đã được giới 
thiệu ở IV.3 ). Một hệ tiên đề có tác dụng như thế của Ca. Hoare , được trình bày dưới 
dạng một hệ luật suy diễn (inference rules ) được xét dưới đây . 


1. Các luật hệ quả (Consequence rules) 


1a. 
P=Q,‡{Q; Š§ (R;) 
==—=—=—===—=————' (la) 


tP} 5 (Rj 





Nếu đkđ P mạnh hơn điều kiện Q .Tức là: P > Q hay {P} c {Q }( tập hợp 
các trạng thái thoả P là tập con của các tập trạng thái thoả Q ) và mỗi trạng thái thoả 
Q đều đảm bảo trạng thái sau khi thi hành S (với giả định S dừng) thoả R thì mỗi 
trạng thái thoả P đều đảm bảo trạng thái sau khi thi hành S (với giả định S dừng) thoả 
R. 
Ví dụ 1 : Kiểm chứng tđcđk đặc tả sau : 
{x=3})x:=5,y:=2 {x=5y=2} 
Ta có : { true} x:=5;y:=2{x=5;y= 2} (a) //tạm công nhận 
và (x=3) =true (b) // hiển nhiên 
Nên {x=3} x := 5;y := 2 {x = 5,y = 2}//theo tiên để (1a) 
Ví dụ 2 : Kiểm chứng tđcđk đặc tả sau : 
{xX>3}x:=x-l {x>0) 


Ta có: {x>l} x:=x-lI {x>0} (a) /ạm công nhận 
và (x>3) =>(x>l) (b)  /hiển nhiên 
Nên {x>3} x :=x-l {x>0} // theo tiên đề (1a) 


1b. 


Q=>R,(P; 5 (Q; 


(Ib) 
{P)j S5 (R; 





Ví dụ 3: Kiểm chứng tđcđk đặc tả sau : 
{true} x := 5;y := 2 {odd(x) and even(y) } 
Ta có: {true} x:=5;y:=2 {(x=5),(y=2)} (a) //tạm công nhận 
và ((x=5) and (y=2)) => odd(x) and even(y) (b)// hiển nhiên 
Nên {true} x := 5;y := 2 {odd(x)and even(y) } //theo (1b) 
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Ví dụ 4: Kiểm chứng tđcđk đặc tả : 
1xX>l? X#ẽƒ£ẽx:l 1x¿sl]}) 
Tacó: {x>lI} x:=x-ÏI {x>0} (a) /tạm công nhận 
và (x>0) ==(x>= Il) / (b) / vì x là biến nguyên 
Nên {x>l} x:=x-l {x>=l} /theo(Ib) 


Hai luật này cho phép liên kết các tính chất phát sinh từ cấu trúc chương trình 
với các suy diễn logic trên dữ kiện. 


2. Tiên đề gán (The Assignement Axiom) 


{ P(bQ } x:=bt {P(x) } (2) 


Từ (2 ) ta suy ra nếu trước lệnh gán x := bt; trạng thái chương trình làm P(bÐ) sai 
(thoả not P(bt) ) thì sau lệnh gán P(x) cũng sai (thỏa notP(z)). 
Lệnh gán x:=bt xoá giá trị cũ của x, sau lệnh gán x mang giá trị mới là trị của 
biểu thức bt, còn tất cả các biến khác vẫn giữ giá trị như cũ. 
Ví dụ : Tính đúng có điều kiện của các đặc tả sau được khẳng định dựa vào tiên để 
gán 
a){Xx =x} y:=x {X=y} 
b){ 0<=s+t-l} s:=s+t-Ll{ O<=s} 
€{i=l0} JjJ:=25 {i=l0} 


z ^ ^ + SG z .^ .k? 
3. Các luật về các cấu trúc điều khiến. 


a) Luật về dấy lệnh tuần tự ( Rules on Sequential Composifion ) 


{Pj 5í {R)j,{R)S(Q; 


(4.1) 
IE? i0 10g) 





Giả định có tính dừng của S¡ và Sa, luật này phát biểu ý sau : 
Nếu: ¡) Thihành S¡ với đkđ P đảm bảo đkcR (đặc tả {P} S¡ {R}đcđk) 
1) Thihành S; với đkđR đảm bảo đke Q (đặc tỉ {R} S: {Q} đcđk) 
Thì : th hành S = S¡;S: với đkđ P đảm bảo đkc Q (đặc tỉ {P} S¡;SŠS¿ {Q} đ 
cđ k) 
Ví dụ : Kiểm chứng tđcđk đặc tả : 
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{true} x := 5;y :=2{x=5,y=2} 


Tác: (S=3ð}x:=5 [x=5] (a) // tiên để gán 
true =>(5=5) và (x=5)=>((x=5)and(2=2)) (b) // hiển nhiên 
{true} x:=5 {(x=Š5)and (2=2))} (c) //theo luật hệ qủa 
{4S=5,32=7])}Y ¡S2 | 63)Hñnd(VW=5)] (đ) / tiền để gán 
IFIG] XÃ. =Ã5:/V 's21X=5ÿ=3] // theo luật tuần tự 


b) Luật về điều kiện (chọn) (Rule for conditionals) 
b1) 


{P and B} S¡ {Q },{Pand (notB)} S5; {Q} 
(3.2a) 


{P} B then §; else S; {Q} 





Ý nghĩa luật này là : 


Nếu có : 
{PandB } + Nếu xuất phát từ trạng thái thỏa Pand B 
S1 thi hành §; thì sẻ tới trạng thái thỏa Q 
{Q; 
Và 
{ Pand nofB } + Nếu xuất phát từ trạng thái thỏa P and not B 
S2 thi hành S; thì sẻ tới trạng thái thỏa Q 
{Q) 
Thì suy ra : 
{P} Nếu xuất phát từ trạng thái thỏa P 
If B then Š¡ else Š› thi hành lệnh If B then SŠ¡ else SŠ› 
{Q} thì sẽ tới trạng thái thỏa Q. 
b2) 


t{Pand B}) SŠ {Q} ,Pand(notB) => Q 


(3.2b) 
{P} £Bthen SŠ {Q) 





Vídụl: Kiểm chứng tđcđk đặc tả : 
{I>0} f(i=0)then J:= 0 else J:=l {J=l} 
Ta có : (>0) and(i=0)) = false (a) /hiển nhiên 
{(>0)and(i=0)} J0 {Jcl}) (b)/{false} S {Q } đúng với V 
5,Q 


(>0) and not(I= 0)) = true (c) // hiển nhiên 
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{true } J:=1l { J=l } (d) /tiên để gán 
{ >0) and not(=0)} J:= I {J=l)} (e) / c,d ,luật hệ qủa 
Từ b,e và tiên đề 3.2a ta suy ra ĐPCM. 
Vídụ2: Kiểm chứng tđcđk đặc tả : 
{i >= J- l} If(1>j) then ] := J+l else 1 := I+l {I>=]} 
Ta có: {i >= j+l} J := J+lI {1>=]} (a) /ên đề gán 
(Œ >= j-Il)and(i>j)) ==> >=j+l)  (b)// biến đổi với chú ý ¡, j 
nguyên 

{q>=j-1) and (>j)} j := j+l {i>=j} (e)//a,b ,luật hệ quả 
{+lI>=j} 1 := I++l {i>=j} (d)// tiên để gán 
(q>= j-1) and not >j)) ==> (+l >=j) (e)//biến đổi 

{( >=j-1) and not( >j)} ï := i+l {ï>=j} (g)⁄d,e, luật hệ quả) 

Từ c, g dựa vào 3.2a suy ra ĐPCM. 
Ví du 3: Kiểm chứng tđcđk đặc tả : 
{true} If odd(x) then x := x+l {even(x)} 
Ta có: {even(x+l)} x := x+l {even(x)} (a) /tiên để gán 

true and odd(x) ==> even(x+l) (b)//hiển nhiên 

{true and odd(x)} x:=x+l {even(x)} (c)//a,,b, luật hệ quả 
true and not odd(x) ==> even(x) (d) // hiển nhiên 

Từ (c) và (d) dựa vào 3.2b suy ra ĐPCM. 


b3) Luật về lệnh lặp While 


{landB} S 
——————— (3.3) 


{I} whle B do SŠ {TI and (notB)} 





Luật này nói rằng nếu I không bị thay đổi bởi một lần thực hiện lệnh S thì nó 
cũng không bị thay đổi bởi toàn bộ lệnh lặp While B do §. Với ý nghĩa này I được gọi 
là bất biến (invariant) của vòng lặp. 

Chú ý rằng khẳng định :{P} while B do § ƒ{Q} thỏa dựa vào hệ luật Hoare 
chỉ xác định tđcđk (conditionnal correctness). Để chứng minh tính đúng (correctness) 
thực sự ta cần bổ sung chứng minh lệnh lặp dừng. 

Ví dụ l : 

Kiểm chứng tính đúng có điều kiện của đặc tả : 
{<=n} while(i<n) do 1 := Itl {i=n)} 
Xem T là ( i1 <= n) thì: 
{Iand(i<n)} i:z=Zi+l {I (a)/ dễ kiểm chứng 
Nên {I) while(i<n) do 1:=i+l { Iandnot(<n)} (b) / luật 3.3 
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Mà I and not(<n) = (¡<=n)and(Ii>=n)==>1=n (c) 
Từ b,c , luật hệ qủa ta có ĐPCM. 
Ví dụ 2: Kiểm chứng tính đúng có điều kiện của đặc tả : 
{sun=0,1=0,n>0} 
while (1i<>n) do begin 
1:= I+Ï ; sum := sum+I /S 
end ; 
{sum = n*(n+l)/2} /⁄tức sum = l+2+..... +n 
Ở đây :I là (sum= i*(+1)/2); B= (i<>n) 
Ta có : 
{( sum =1#(+l)/2) ,(I<=n)} 1:=1+l ;sum :=sum+1l {sum =1#*(+zl)/2) 
(a) /tiên đề gán và tuần 


tự 
{l1} whie B do § { Land not B } (b) //a,và luật 3.3 
(s=0)and =0) and (n>0) ==> s =1*(+l)/2 (c) /hiển nhiên 
( s =1#*q+1)/2) and not(I<>n) ) ==> s=n*(n+1)/2 (d) /hiển nhiên 


Từb,c, d ta suy ra ĐPCM. 


II. KIỂM CHỨNG ĐOAN CHƯƠNG TRÌNH KHÔNG CÓ VÒNG 
LẶP. 


Cho : P, Q là các tân từ trên các biến của chương trình , S là một lệnh tổ hợp từ các 
lệnh gán với cấu trúc điều kiện và tuần tự. Chứng minh đặc tỉ : {P} S {Q} 
đúng đầy đủ . 

Ở đây vì mỗi lệnh chỉ được thi hành một lần nên tính dừng của đoạn lệnh S được suy 
ra từ tính đừng của lệnh gán mà luôn được xem là hiển nhiên. Vì vậy trong trường hợp 
này tính đúng có điều kiện trùng với tính đúng đầu đủ. 

1) Bài toán I: S là dãy tuần tự các lệnh gán . 
Ví dụi : Kiểm chứng tính đúng của đoạn lệnh hoán đổi nội dung 2 biến x và y 
a) _ {(X=xo) and(y =ys) } 
{:ZX; X:TY; V:=t; 
{(X=yo ) and (y =Xo)} 


Chứng minh 
{(x=yo)and(t=xo)} y:=t {(xX=yos)and(y= xe) } (a) // tiên để gán 
{(y=yo)and(t=xo) } x:=y {(xX=yo)and (t= xo) } (b) // tiên để gán 


{(y=yo )and(t=xo) } x:=y;y:=t {ŒxX=yo) and(y=xe) } (c)/a,b, luật 
tuần tự 


{(y=yo) and(x=xe) } t:=x {(y=yo) and (t= xe) } (d) // tiên đề gán 

(Œx=x¿) and (y=ys)) = ((Cy=ys) and(x=x,)} (e )// giao hoán 

{(x =Xxo) and (y=yo) } t:=x {ý =yo) and (t=Xo ) } (g)/⁄d,e, luật hệ 
quả 
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{(x=xo)and(y=yo) } t:=x;x:=y;y:=t{(Œx=yo) and(y=xs)(h)/c,g, luật 
tuần tự 
Ví dụi : Kiểm chứng tính đúng của đặc tả : 

{ (m:: k=2*m) and (y *z* =e)} 


k:=zkdw 2 ; 
?)=2”*2 3š 
(y*z“=c} 
Chứng minh : 
(a) {y*(z*z)È* = c} z :=z*z {y*z* = c]} (tiên để gán) 
®) {y*(*z)°"” = c]} k;=k đív 2 {y**2)° = c] (tiên để gán) 


(c) {y * (z*z)`°r? = c} k:=kdIv2;z := ZẺzZ {y*z)* = c} (a,b, luật tuần tự) 
(d) (m::k=2*m) and(y *z* = c) ==>(y*z”" = c)and(m=k điv 2) 
==> y*(z*z)k #2 „ 

c ,d, luật hệ quả suy ra ĐPCM. 

Nhận xét : 

Với dẫy tuần tự các lệnh gán, việc chứng minh {P} S¡; ..;S„ {Q)} thướng được 
bắt đầu từ lệnh cuối cùng, dùng tiên để gán để được đkđ, rồi cứ thế lần ngược về đến 
S1, 


{Pa} Sa {Q} (n) am Pntừ S„ ,Q và tiên để gán 
{Pni } Sai {Pa} (n-1) tìm P„¡ từ S„¡ , Pạ và tiên để gán 


[Pu 3 Sai 2S {Ù) luật về dãy lệnh tuần tự 


{Fi } Š¡?›.jS›s TÒI (1) sau n-1 lần tương tự như trên. 
Sau đó dùng các tính chất của dữ kiện chứng minh logic rằng : 
P => P.0 
Từ (1), (0) ,dựa vào luật hệ quả ta có: {P} S¡;...; Sa {Q} (ĐPCM) 


2) Bài toán 2 : 
a) Kiểm chứng đặc tả : {P} ¡if B then $¡ else $; {Q} 
Với S¡, S› là nhóm các lệnh gán, B là biểu thức boolean. 
Cách chứng minh : 
+ Bước I : Tìm P\, P; thỏa : {Pi} SI {Q)} (1a) 
{Pz} 52 {Q) (I0) 
+ Bước 2 : Chứng minh ( dùng các tính chất logic và đại số ) 
P and B ==> PỊ (2a) 
Pand (not B) == P; (2b) 
+ Bước 3 : Dùng luật hệ quả suy ra : 
{PandB) §; {Q} (3a) // la ,2a, và luật hệ qủa 
{P and (notB)} S5; {Q} (3b) // Ib ,2b, và luật hệ qủa 
+ Bước 4 : Dũng (3a), (3b), luật điều kiện SUY Ta : 
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{P) í B then SŠ¡ else S5; {Q} (ĐPCM) 


b) Kiểm chứng đặc tả : {P} So; IfB then §¡ else Š; {Q} (*) 
với S¡, S;, Sọ là dẫy các lệnh gán 
Ví dụ : Kiểm chứng đặc tả : 


{y>0) 
X:= y-Ïl; 
If(y >3) then x:=x*x 
else y:=y-l 
{x>=y) 
Để khẳng định được (*) ta cần chỉ ra 1 khẳng định R mà : 
{P} 5o {R) 


và {R} if B then §¡ else §; {Q} rồi dùng luật hệ quả để có (*) 

Làm thế nào để tìm được R ? Do S¡ và S; là nhóm lệnh gán tuần tự nên ta có thể 

tìm được (bằng tiên để gán và luật về dãy lệnh tuần tự ) U và V để : 
{U} 5z {Q} và {V) 5; {Q)}. 

Dĩ nhiên ta muốn U và V là các điều kiện tổng quát nhất có thể (ở đây là yếu 
nhất). R được xây dựng thế nào từ U và V2 Khả năng tổng quát nhất cho R để sau 
khi điểm điều kiện B sẽ có được U hoặc V là : R = (B=—-`UU) and (not B ==> 
V) 

Như sau này sẻ chỉraU,VW,R được xây dựng như vậy là yếu nhất (weakest 
precondition) để đạt được Q tương ứng với lần lượt các lệnh S¡, S; và if B then S$;¡ 
else §z, và được ký hiệu là : WP(S;,Q),WP(SzQ) và WP(f B then §; else S:, Q) 
tương ứng. 


Ví dụ l: Kiểm chứng đặc tả : 
{y>0} 
X:=y-]l; 
If(y>3) then x := x*x 
else y := y-ÏÌ; 
{x>=y } 


Trong ví dụ này : 
P làtântừ: (y>0); Qlàtântừ: (x>=y) 
B là biểu thức boolean : ( y >3) 
So là lệnh gán: x := y- l; 
Do S¡ và SŠ› là lệnh gán: x := x*x; 
S2 là lệnh gán: y := y-]; 
Tạ có : 


{x7 >=y} X:=X*x {X>=y} sSUyfTa U s=äWP(S¡,Q)= xX >= V 


» 


(a) 
{x >=y-l} y := y-l {x>=y)} suyra V  s=WP(S;,Q)= x >= y-Ïl 
(œ) 
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(B ==U) and (not B ==> V) 
((y >3) ==>(x” >=y)) and ((y <= 3) ==> (x >= y-l)) 


Ta chứng minh được dễ dàng. 
Rand(y>3)  ==> (x7 >= y) (C) 
R and (not(y>3)) ==>(x >= y-l) (d) 


nên theo luật hệ quả 


{Randy>3} S5: {x>=y} ( {RandB} 


5% {Q} ) (e) 
{R and not(y>3)} S5: {x>=y} 


( {R and (notB)} 5: {Q}) (g) 
Theo luật về lệnh chọn 


{R} if(y>3) then x:= x*x else y:= y-l {x>=y} (h) 
theo tiên đề gán. 


{ (>3) == ((y-I) 2 >=y)) and ((y <=3) ==> ((y-1) >= (y-1))) } 


x:i=y-l 
- {R) (@) 
Dễ kiểm chứng được 
(y>3) ==>(Œ-l)2 >=y = truc () 
(y<=3) ==>(y-l) >=y-l #= true (K) 


nên 
(y >0) ==> ((y>3) =>((y-L)” >=y)) and ((y<=3) ==> ((y-1) >=(y-1))) Œ) 
Theo luật hệ quả 
{y> 0) 
x:=y-Ïl; 
1If(y>3) then x:=x*x else y:=y-l 
{x>=y}  (m)/ĐPCM 


Ví dụ 2: kiểm chứng đặctả : 
{ true } 
If(1<=J) then 1ƒ Q<k)then m:=k_ else m:=] 
else If(I<k) then m:=k  else m:=1 
{(m >= 1) and (m >= j) and (m >= k)} 
Đặt Q(m) = (m>=1) and (m >=]) and (m >= k) 
Ta có : 
(a) {QŒ)} m:= ¡ {Q(m)} (tiên đề gán) 
(b) {Q(k)} m:=k {Q(m)} (tiên để gán) 
Đặt RI = (<k)==>Q(K)) and ( (¡ >= k) ==>Q()) 
dùng luật về lệnh chọn ta sẽ chứng minh được : 
{RI} If(i<k) then... {Q(m)} (c) 
Tương tự đặt R2_ = (J<k) ==> ( Q(K) and (J >= k)) ==> Q() 
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Tacó: {R2} IfQj <k)then...{Q(m)} (d) 
Dùng biến đổi đại số và logic để chứng minh 
( true and (¡ <= J)) ==> R2 (e) 
(true and(I>j))==>RlLl (g) 
Từ c, d, e,ø, theo luật về lệnh chọn ta có ĐPCM. 
Nhận xét : 
Để chứng minh đặc tả {P} S {Q)} với S là tổ hợp lệnh gồm chỉ các lệnh gán và 
điều 
kiện đúng đầy đủ ,ta thực hiện công việc xây dựng điều kiện đầu yếu nhất P¡ của S 
ứng với Q, sau đó bước kiểm chứng cuối cùng chỉ đơn giản là chứng minh: P==> P\. 
Công việc trên được trình bày dưới dạng một hàm đệ quy như sau : 


function DKDYN (S : nhóm_lệnh ; Q : tân_từ ) : tân_ từ ; 
var t: câu lệnh ; 
begin 
If (S <>rỗng ) then begin 
t:= lệnh cuối(S); 
3:= S-—t; 
If(t= lệnh_gán(x:=bt)) then DKDYN := DKDYN(S,OQ( 


x=bt) ) 
else (* tlà lệnh If *) 
DKDYN := (điều_kiện()==>DKDYN(phần_ đúng(t),Q)) 
and not (điểều_kiện(t)==>DKDYN(phần_khong đúng(t),Q)) 
end 
else DKDYN:=zQ 
end ; 


IV. KIỂM CHỨNG ĐOAN CHƯƠNG TRÌNH CÓ VÒNG LẶP. 


1. Bất biến 

Một tính chất đặc thù của trí tuệ là nó thoát khỏi công việc mà nó đang thực hiện, 
khảo sát kết quả mà nó đã làm và luôn luôn tìm kiếm, và thường phát hiện được, các 
khuôn mẫu (Douglas R. Hofstadter). 

Một bất biến là một tính chất không thay đổi tổn tại trong một khung cảnh, một sự 
kiện một quá trình thay đổi thường xuyên. 

Một điều có vẻ nghịch lý là trong một thế giới, thay đổi và cần thiết phải thay đổi 
nhanh chóng, các bất biến lại có ý nghĩa rất quan trọng đối với chúng ta. 

Một em bé trong một nước nói tiếng Anh học cách thành lập dạng số nhiều của 
danh từ : dogs, cats, hands, arms ..., cách thành lập dạng quá khứ của động từ 
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kicked, jumped, walked ... bằng học luật không đổi (thêm s, thêm ed), kèm theo 
với việc học thuộc một số trường hợp ngoại lệ. Hãy tượng tượng việc học sẽ khó như 
thế nào nếu không có các luật không đổi (bất biến ) này. 

Việc nhận thức được các bất biến thường dẫn tới những lời giải đơn giản cho các 
bài toán khó. 

Đầu óc con người dường như có một khả năng đặc biệt để nhận thức các bất biến 
hay các "khuôn mẫu". 

Hãy quan sát 2 dãy các hình sau : 


®#{L | © z`X LÏĨ ©z^ 
"| m M_.-NW=s 


Hình kế tiếp trong mỗi dãy hình trên là gì ? Tính chất bất biến của mỗi dãy là gì ? 

(a) Lặp lại bộ 3 hình vuông, tròn, tam giác. 

(b) Về dạng thì là sự lặp lại của cặp 2 hình vuông lớn và nhỏ. Về màu thì là sự lặp 
lại của một màu trắng và 2 màu sậm. 

Trong lĩnh vực chương trình cho máy tính, ta cũng cần nhận thức các sự việc bằng 
cách phát hiện các bất biến. Đối với một chương trình, ta có nhiều lần máy tính thi 
hành nó, mỗi lần thi hành được gọi là một quá trình (process) và tác động trên các dữ 
kiện khác nhau. Tính bất biến của các quá trình này chính là đặc tả của chương trình. 

Bên trong một chương trình có thể có các vòng lặp. Việc thực hiện vòng lặp làm 
biến thiên nhiều lần trạng thái các biến chương trình (các đối tương dữ liệu ), mà số 
lần biến thiên thường không biết trước được. Làm thế nào để hiểu được tác động của 
vòng lặp và đi đến chứng minh vòng lặp thực hiện một tính chất (giữ một bất biến) nào 
đó thể hiện bởi đặc tả của nó. 

Mô hình biến đổi trạng thái chương trình của vòng lặp while B do S 


gr6l=r IS mỹ] - =G]n 


{P} là trạng thái trước vòng lặp . 
{P¡} là trạng thái sau lần lặp thứ ¡. 
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{Q} là trạng thái sau vòng lặp . 

Việc nhận thức (tìm ra ) các tính chất bất biến của trạng thái chương trình trước và 
sau mỗi lần lặp có vai trò quyết định ở đây. 

Ví dụ : với vòng lặp : 


tg:= 0Ú; 
1:=0; 
while(i<=n) do begin 
1:=1+H; 
tg:=tg+ all]; 
end ; 


Tính chất bất biến ở đây là : bất chấp ¡, sau lần lặp thứ ¡,tg sẽ chứa tổng ¡ phần 
tử đầu tiên của array a(a[1], a[2], ..., a[ï]). 
Tức là:  tg = SŒ:1<=j<=i:aljl) = 3 a[7] 
1 


2. Lý luận quy nạp và chứng minh bằng quy nạp. 

Trong khoa học cũng như trong đời sống hàng ngày, người ta thường cần phải suy 
diễn từ các phát hiện riêng lẻ để đi đến các quy luật (bất biến) phổ dụng cho mọi( hay 
hầu hết) trường hợp có thể. 

Quá trình mà con người xác lập được một tính chất bất biến từ một tập hợp các 
quan sát được gọi là suy diễn quy nạp. 

Suy diễn quy nạp xuất phát từ quan sát và kết quả là cho ra các giả thuyết cần 
chứng minh. 
Ví dụ [ : từ các quan sát : 


I=l=l? 

1+3 =4=2 

I+3+5=9=3 

1+3+5+7=l6=4? 

Bằng quy nạp người ta đặt giả thuyết : 1+3+...(2*n - 1) = nˆ 


Ta có thể thử lại giả thuyết này với n= 5, 6.... Tuy nhiên, để khẳng định rằng giả 
thuyết đúng với mọi n, ta cần có chứng minh. Phương pháp chứng minh thường dùng 
trong trường hợp này là chứng minh bằng quy nạp. 

a) Nguyên lý quy nạp toán học đơn giản . 

Để chứng minh một tân từ P(n) phụ thuộc vào số tự nhiên là đúng với mọi n. 

Ta cần chứng minh 2 điều sau : 

@) — P(0) là đúng 
(¡) Nếu P(n) được giả định là đúng thì sẽ suy ra P(n+1) cũng đúng. 

Khẳng định P(0) được gọi là cơ sở (basis) và bước chứng minh đi) là bước quy 
nạp (inductive step). Khi có được 2 điều (¡) và (ii), dựa vào nguyên lý quy nạp toán 
học, ta kết luận rằng P(n) đúng với mọi số tự nhiên n. 

Trên thực tế nguyên lý trên thường được áp dụng hơi khác. 
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+ Để chứng minh P(n) đúng với mọi số tự nhiên n >=m thì cơ sở của chứng 
minh quy nạp là P(m) chứ không phải P(0). 
+ Để chứng minh P(n) đúng với mọi số tự nhiên n thoả m<= n <=p ta chứng 
minh : 
()  P(m) đúng 
(1ñ) Nếu m <= n< p và P(n) đúng thì P(n+l) đúng. 
Ví dụ : (¡) Cơ sở : P(1) chính là 1 = 1° đúng 
(ñ) Giả sử P(n) đúng, tức là 1+ 3+... (2*m - l) = nŸ 
thì ta sẽ có : 
I+3+....+(2*(n+1)-I) = (I+3+....+(2*n -I)) + (2*(n+I)-l) 
=n” +2*(n+l) -I 
=(n+1) 
Vậy P(n+l) đúng .Dựa vào () và (1), ta kết luận P(n) đúng với mọi số tự nhiên 
n >= lI theo nguyên ly quy nạp toán học. 
b) Nguyên lý quy nạp mạnh (Strong Induction princiIple) 
Để chứng minh P(n) đúng với mọi số tự nhiên n ta cần chứng minh hai điều sau : 
()  P(0) đúng 
(1i) Nếu giả định là P(0), P(1),.... P(n) đều đúng thì P(n+1) cũng đúng 
Cũng như nguyên lý quy nạp đơn giản, người ta có thể dùng các biến dạng của 
nguyên lý quy nạp mạnh để chứng minh P(n) đúng với mọi số tự nhiên n >= m 
cho trước hay với mọi số tự nhiên n mà m < n <= p với m,p cho trước. 


3. Kiểm chứng chương trình có vòng lặp while. 
a) Dạng tổng quát của bài toán . 
Cho W là một lệnh lặp while B do SŠ và cặp đkđP, đkc Q. 
Ta cần phải chứng minh rằng : đặc tả {P} W {Q} được thỏa đầy đủ . 
Để chứng minh W thoả đầy đủ đặc tả P,Q ta cần chỉ ra 2 điều : 

()P bảo đẩm W dừng,tức là xuất phát từ trạng thái bất kỳ thoả P,thì hành W thì W 
sẽ dừng sau một thời gian hữu hạn ( sau khi thực hiện hưu hạn lần lệnh S ở thân vòng 
lặp W thì B sẻ có gía trị false ). 

(1ñ) {P} W {Q) - Đúng có điều kiện ( xuất phát từ trạng thái thỏa P sau khi thi hành 
W nếu W dừng thì sẻ đạt tới trạng thái thỏa Q ). 

Để chứng minh (ii) ta có thể dùng hệ luật Hoare mà chủ yếu là phải phát hiện 
được bất biến L 
Để chứng minh () W_ dừng ta cần dựa trên các biến bị thay đổi trong vòng lặp 
thường dựa vào một hàm f của các biến chương trình nhận gía tri nguyên và chỉ ra 
rằng : 
(œ) Ở đầu mỗi lần lặp ( B thoả ) thì f>0. 
Tức là : Iand B ==> f>0 
(B) Mỗi lần thực hiện S sẽ làm giảm thực sự giá trị của f. 
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Nếu (ơ) và (B) thoả thì S§ không thể lặp vô tận được (vì sau hưu hạn lần thì B sẻ 
nhận gía trị false ). 


Ví dụ : Chỉ ra các vòng lặp sau đây dừng : 


{n>= 0} 
k=n; 
while k<>0)do  begin {k>0} 
k := k-l; 
r := 2*r+p|k]; 
1If(r>= q) then r:= r-q 
end ; 


vì bất biến {k> 0} luôn được giữ đúng ở đầu vòng lặp. Ở đây hàm f chính là 
bằng k. f giảm sau mỗi lần lặp ( vì k:= k- 1). Vậy vòng lặp dừng . 
{x>=0;:y>=0)} 


8. ?=X: 
h§. #2 
while (a <>b) do 
{max(a,b) > 0} 
If(a>b ) then a := a-b 
else b :=b-a 


Ở đây hàm f= max(a,b). Ta luôn có bất biến max(a,b) >0 ở đầu vòng lặp, f giảm sau 
mỗi lần lặp. 
b) Các ví dụ về chứng mìinh chương trình có vòng lặp . 


Ví dụ 1: Xét đặc tả đoạn chương trình tính tích 2 số nguyên A và B với B >= 0 
bằng phép cộng : 


{B>= 0} 

R:=0; 

X:=B; 

while (X<>0) do begin 
R:=R+A; 
X:=X-lH; 

end ; 
{R = A*B } 
đkđ Pz=šä B>-=0 


đkc Q =ä R=A#*B 
Bước 1: Kiểm chứng tính đúng có điều kiện của đặc tả {P} §S {Q} 
+ Kiểm chứng đoạn lệnh trước vòng lặp : Chứng minh đặc tả sau đúng. 


{B>=0} 
R:=0; Œ) 
X:=B; 


{X=B,R=0, B>= 0} 
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Ta có : 
{0=0,B>=0} R:=0 {R=0,B>=0} (1) tiên để gán 
{0=0,B>=0) = {B>=0} (2) hiển nhiên 
{B>= 0) R:=0 {R=0,B>=0)} (3) luật hệ quả dựa vào (1),(2) 
{B=B,R=0,B>=0) X :=B {X=B,R=0,B>=0} (4) tiên để gán 
{B=B,R=0,B>=0)  {R=0,B>=0} (5) hiển nhiên 
{R=0,B>=0} X:=zB {X:=B,R=0,B>=0) (6) Luật hệ quả dựa vào 
(4®) 


{B>=0} X:=0;X:=B {X=B,R=0,B>=0} (7) luật tuần tự dựa vào (3),(6). 
Như vậy với điều kiện đầu B >=0 thì sau khi thực hiện xong 2 lệnh khởi động, ta có 
khẳng định X=B,R=0, B >= 0 đặc tả (*) đúng . 

+ Kiểm chưng vòng lặp : 
- Phát hiện được bất biến của vòng lặp. 
Bất biến ở đây là : “ số lần X bị giảm đi chính là số lần A được cộng vào R “ 
Tức là: I = (R=A*Œ-X))and (X>=0) 
Khẳng định (X >=0) được thêm vào để chứng minh vòng lặp dừng. 
- Chứng minh I là bất biến của vòng lặp : 
((R+A = A*B- A*X+A) and ( X>0)} 
R:=R+A 
{(Œ =A*B-A*X+A)and(X>0)} — (8)tiên để gần 
((R=A*{ - X)) and(X>0)} 
R:=R+A 
((R=A*B -A*X+A)and(X>0)} (9) biến đổi từ (8) 
{(RE=A*B-A*X+A )and(X>0)} = 
{(R=A*(B -‹X- l)))and (X-~1)>=0)}(10) 
{(R=A*( -‹X- I)))and (X-I)>=0)} 


X:=X-] 
{(R= A*(B -X)) and(X>=0) } (11) tiên để gán 
{(R= A“B - A*X + A) and (X >0)} 
X :=X_-] 


{(R =A*(B-X))and(X >=0)} (12) luật hệ quả 
{(R= A*(B-X))and(X>0)} 
R:=R+A ;X:=X-I 
{(R=A*#(B—X))and (X>=0)} (13) luật tuần tự dựa vào (9 ),(12) 
{ŒR= A*(B—X)) and (X>=0) and (X<>0)} ==> {(R =A*(B -X )) and (X >0)}(14) 
{(ŒR = A*(B -X)) and (X >= 0) and (X<>0)} 
R:=R+A;X:=X-I 
{Œ =A*(B-X))and(X>=0)} (15) luật hệ quả dựa vào (13 ),(14) 
Hay {IandC} R :z= R+A ;X :=X-I {]) 

với C là điều kiện vòng lặp X<>0 
Do luật lặp ta có : 
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{1) while ... {I and not C} 
(X=B) and (R=0) and (B>=0) ==> (R=A*(B-X)) and (X>=0) (16) 
Kết hợp 15,16 và 5 dùng luật hệ quả rồi luật tuần tự, ta có : 
{X=B and R=0 and B>=0} while... {I and notC} (17) 
{B>=0} R:=0 ; X:=B ; while... {and notC} (18) 
Ở đây I and notC = (R= A*(B-X)) and (X >= 0) and (X =0) 
mà ( R = A*(B-X)) and ( X >= 0) and (X=0) ==> R=A*B 
Dùng luật hệ quả ta có đpem 
Bước 2 : Chứng minh tính dừng : 
Đặt f=X, ta có : 
() IandC =(R= A*(B-X)) and ( X >=0) and (X<>0) => X>0=>f>0 
(1ñ) Mỗi lần lặp, f bị giảm một đơn vị. Vậy vòng lặp phải dừng. 
Từ (¡) và (1) ta kết luận được tính dừng từ bước I và bước 2 suy ra tính đúng đầy đủ 
của đoạn chương trình đối với P,Q. 
Nhận xét từ chứng minh trên : 
+ Đối với dãy các lệnh gán, nên phát xuất quá trình suy diễn từ điều kiện cuối. 
+ Đối với vòng lặp cần xác định đúng bất biến của nó. 
Chú ý : Ta có thể kiểm chứng tđcđk của đoạn chương trình trên bằng cách: 
- Xây dưng một lược đồ chứng minh hợp lý bằng cách dựa vào các tiên để và 
càc khẳng định đã có trước đó chèn bổ sung các khẳng định trung gian ở những điểm 
khác nhau trong đoạn chương trình . 


{P}= {B >=0} (0) 

{( = A*(B—B))and (B >=0))} (3) 
R:=0; 

{(R= A*(B —-B)) and (B >=0))} (2) 
X :=B; 


{TL }= {(R=A*(B-B))and(X>=0)} (la) 
while (X<>0) do begin 
{Iand C }= {(R= A*(B—X)) and (X >= 0) and (X<>0)} (Ib) 
{R+A=A*(B-(X-1))and((X-I)>=0)} (5) 


R := R+rA; 
(CR=A*{B-(X-1))and((X -1)>=0)} 
X :=: X-]H; 
{I} = {Œ =A*#(B -X))and(X>= 0)} (1d) 


end 


{I and notC }= {(R=A*(B -X)) and (X >= 0) and not(X <>0)} (lc) 
{Q} =(R=A“B) (6) 
Lý lẽ để bổ sung là : 
(la) do phát hiện được bất biến I 
(Ib),(1c),(1d) dựa vào tiên đề về lệnh lặp xuất phát từ I 
2,3 __ dựa vào tiên để gán xuất phát từ (1a) 
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4,5 __ dựa vào tiên đề gán xuất phát từ (1d) 

Các cặp khẳng định đi liền nhau là các điều kiện cần kiểm chứng : 

(0) ==> (23) :  (B >=0) ==-((0=A#*(B-B)) and (B >= 0)) 

(Ib) ==> (Š) : ((CR=A*(B_—-X)) and (X >= 0) and (X<>0)) ==> 

(R+A= A*Œ -(X — 1 )) and ((X-1 ) 

>= 0)) 

(lc) ==>(6):  ((R= A*(B-X)) and (X >= 0) and (X =0)) ==(R=A*B ) 

Dễ dàng chứng minh các điều trên. 
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CHƯƠNG VI Ộ 
KIẾM CHỨNG TÍNH ĐÚNG ĐẦY ĐỦ 


L CÁC KHÁI NIỆM. 


1. Đặt vấn đề. 

Ta thường gặp bài toán sau : Với tân từ Q trên các biến chương trình mô tả trạng 
thái cuối cần thỏa sau khi thực hiện lệnh S, tìm tập điêu kiện đầu thỏa đặc tả . Tức là 
với tântừ Q và đoạn lệnh § cho trước tìm tân từ P thỏa đầy đủ đặc tả : {P} S {Q). 

Dễ thấy rằng bài tóan sẻ có nhiều lời giải. Xuất phát từ một cặp gồm tân từ Q và 
đoạn lệnh S, có nhiều tân từ P thỏa. 

Ví dụ : 
Với Q =(x>0);Š= x:=x-lHl; 
Các tân từ P sau đây đều thỏa : 
(x > l),(x >= 5),(x > 5),..., false 

Mỗi tân từ Pxác định một tập hợp các trạng thái. Trên tập hợp các trạng thái 
ứng cử này dĩ nhiên ta sẽ mong muốn chọn tập hợp lớn nhất có thể. Tức là ta quan 
tâm đến tân từ Plà hạn chế yếu nhất trên không gian trạng thái . Dễ dàng thấy 
rằng ý nghĩa của quan hệ yếu ở đây là : 

P yếuhơn Q tứclà (Q ==>P) 
hoặc {Q}c {P) 


2. Định nghĩa WP(S.,O). 


Nếu Q là một tân từ trên các biến chương trình và S là một đoạn lệnh thì điều kiện 
đầu yếu nhất của S dựa trên Q (the weakest precondition of § with respect to Q) là 
một tân từ trên các biến chương trình mô tả tập hợp mọi trạng thái ban đầu sao cho 
việc thi hành § bắt đầu ở một trạng thái thỏa nó đều được bảo đảm là sẽ dừng trong 
một trạng thái thoả tân từ cuối Q ( thuộc tập {Q} ),và được ký hiệu là WP(S ,Q ) 

Khái niệm WP là cơ sở cho việc mô tả một hệ thống quy tắc kiểm chứng tính đúng 
đầy đủ đoạn chương trình của Dijkstra. Ta sẽ tìm hiểu nôi dung của hệ thống này 
trong mối tương quan với hệ luật của Hoare. 

Việc kết hợp các quy tắc của 2 hệ thống này sẽ cho ta một phương tiện hợp lý để 
chứng minh tính đúng đầy đủ của đoạn chương trình. 


3. Hệ quả của định nghĩa. 
+_ Đặc tả [ WP(S,Q) } S {Q} thỏa có điều kiện (đcđk) 
+ WP(S,Q) bảo đảm tính dừng của S .Tức là S hoạt động đúng thực sự với đkđ 
WP(S,Q) và đkc Q. 
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+ WP(S ,Q) là tân từ yếu nhất thỏa đầy đủ đặc tỉ {P}) S {Q}. Tức là nếu có 
tân từ P* bảo đảm § dừng và đặc tỉ {P*} § {Q) đúng có điều kiện thì P* ==> 
WP(S,.Q) hay (P*} c  { WP(S,Q) }( {WP(S,Q) } là tập điều kiện đầu lớn nhất 
mà xuất phát từ đó thi hành S thì sẻ dừng tại trạng thái thỏa Q ). 

Đây là các dấu hiệu đặc trưng để nhận ra WP(S,Q) 


4. Các ví dụ. 
Ví dụ I: Tính WP(while n<>0 do n:=n— 1,n=0) và so sánh với tân từ yếu 


nhất thỏa có điều kiện lệnh lặp while n<>0 do n:=n-— 1 với điều kiện cuối n= 0 
+ Dựa vào quy luật của Hoare thì ta có : 
{true} while n<0 don:=n-Il {n=0} 
Thực vậy : 
Từ : {true and (n<>0) } n:=n-l {true} 
( xem bất biến vòng lặp là : I = true ) 
ta suy ra: {true} while (n<>0) do n:=n-l {true andn=0} 
+ Từ đinh nghĩa WP ta suy ra : 
wp (while (n<0) do n := n-l,n=0)= (n>=0) 
Ta có : 


wp (while (n<>0) do n:=n-l,n=0) ===> true 
Tức là : tân từ yếu nhất thỏa đầy đủ đặc tả {P} S {Q} mạnh hơn tân từ yếu nhất 


thỏa có điều kiện đặc tả ( tức là tập điều kiện đầu lớn nhất thỏa đầy đủ là tập con của 


tập điều kiện đầu thỏa có điều kiện ) 


Ví dụ 2 : 
S =I:=0;Q =(i1=0); 
Tìm wp (S,Q). 


+ P==>true với mọi P nên ta cũng có wp(S,Q) ==>true (a) 
+ true bảo đảm S dừng và mọi trạng thái đầu đều dẫn đến Q nên 
true ==> wp(S,Q) (b) 


wp(:=ÚU,I=0Ú)= true 


Vì : 


Từ (a),(b) ta suy ra : 


Ví dụ 3 : 
S= 1:=0;Q =(¡I=l); 
Tính wp (S,Q). 
Đây là trường hợp ngược với ví dụ 2. Bất chấp trạng thái trước lệnh gán là gì, 
lệnh gán ¡:=0 không thể nào bảo đảm i=l. 


Vì vậy : wp(:=0,1=l) = false 
false mô tả tập hợp trạng thái rỗng. Tức là tập điều kiện đầu thỏa S,Q là tập rỗng . 


I. TÍNH CHẤT CỦA WP. 


Quan hệ giữa WP đối với các toán tử logic cấu tạo nên tân từ Q như thế nào? 
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1. Các quy ước : 


a) Luật loại trừ trường hợp kỳ dị (The law of the excluded miracle ). 


WP(Sfalse) =  false 


b) WP(S,true) là tân từ xác định tập các trạng thái bảo đảm tính dừng của S 
Ví du: WP(while (n<>0) do n:=n-l,true) =(n >=0) 


2. Tính phân phối của and: wp(S,Q) and wp(S,R) =_ wp(S,Q and R) 


3. Tính phân phối của or : wp(S,QorR) =  wp(S,Q) and wp(S,R) 


4. _ Nếu Q==>R thì wp(S,R) ==> wp(S,R) 


HI. CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI TÂN TỪ. 


1. Toán tử gán (tiên đề gán). 


WP(x := b(, Q(x)) = Q(bt) 


Ví dụ : 


WP(:=1-l,i=0) = (I1-lI=0)E=(1=l). 
WP( := (l+u) div 2,Ï <= 1<=u) = 


WP(:=l,Ii=l) = l=l = truc 


l<= ((>u) div 2) <=u 


2. Toán tử tuần tư. 


WP(S1I;S52,Q) =  WP(SI,WP(S2,Q)) 


Ví dụ : 


WP(x :=x+l;y:=y+l,x=y) = WP(x:=x+l; WP(y := y+l,x =y)) 
= WP(x:=x+l,x=y+l) 
xtl=y+l = (Xx=y) 
Quy luật này hàm ý rằng tổ hợp tuân tự các lệnh có tính kết hợp (associativity) 
tức là (ST ; 52); S3 thì cũng cùng ý nghĩa với SĨ; (52;S3). 
Bởi vì với Q tuỳ ý wp((S1;S2);S3,Q) = wp(ST ; S2, wp(S3,Q)) 
wp(SI , wp(S2, wp(S3,Q))) = wp(SI, wp(S2;S3,Q)) 
wp(ST ; (S2;S3)) ,Q) 
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Ví dụ : 
Chứng minh tính đúng đầy đủ đặc tả sau : 
{ S=i*@+1)/2 } 
1 ;= 1+Ỉ; 
SŠ := SH; 
{S=1#q+l)/⁄2 } 
Ta có : 
WD(I := I+I ; S := Š+I1, S=I*(I+l)/2) 
= wp(i:=i+l, wp(S := S+i, S=i*(+1)/2)) 
= wp(:=i+l, S+i =i*(+1)/2) 
= S+i+l =(+>l)*q+l)+l)/2 
= S =1#(+l)/2) 
Theo định nghĩa của wp ta có : 
{ wp( :=1I+l ; S := S+I, S=I*q+l)/2) } 
1 := 1†Ỉ; 
SŠ := SH; 
{S=i*q+1J2 } 
đúng đầy đủ . Suy ra ĐPCM. 


3. Toán tử điều kiện. 


a) 


WP(fB then §¡ else Š›,Q) = (B ==> WP(S+, Q) and (not B ==> WP(S›, Q)) 





Ví dụ I: 
Tính WP(f(i=0) then J:=0 else J:= l,J=l) 
Ta có : WPQ:=0,J=I) = (I=0)= false 
WPQ:=l,J=l)= (I=l)= true 
Nên : WP(f(i=0) then J:=0 else J:= l,J=l) 
= ((=0) ==> false) and ((<>0) == true) 
= (no((I=0) or false) and true  # (1I<>0) 
Ví dụ 2: 
Tính WP(f(I>J) then J:=j+l else 1:=1+l,1>=]) 
Ta có : WP(Q:=j+l,I>=j) = I1 >= j+tl # 1>] 
WP(:=i+l,I1>=jJ) = Itl >=J = 1>=J-l 
Nên WP(f(i>J) then J:=j+l else 1:=1+l,1>=]) 


= (>jJ)==>(i>j)) and (q<=]) ==> (>=j -l)) 
= true and ( not(<=j) or (¡ >=j] -1)) 
= (i>jJ)or(I>=j-l)=(1>]) 
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b) Định lý sau đây chứng minh sự đúng đắn của toán tử điều kiện nếu chấp 
nhận hệ tiên đề của Hoare và tính dừng. 
Định lý : 
Gọi P ( B==> WP(S:,Q )) and (not B ==> WP(S›, Q)) 
Thì tacó: + {P} IfB thenS; else S5; {Q} đcđk (l) 
và + Với giả định S¡ và S; dừng nếu {R} ¡f B thenS; else S; {Q) 
th R==> P (P là tân từ yếu nhất thỏa đầy đủ đặc tả ) (2) 
( Tức là: WP(fB thenS; else S;,Q)= P 


= (B==>WP(S¡,Q)) and (not B ==> WP(S; 


Q)) Chứng minh : 
Theo định nghĩa của WP, nếu R==> WP(S,Q) thì {R} S {Q} thỏa cđk 
Mà tacó Pand B = BandWP(S;,Q)) ==>WP(S¡,Q) 
Vì vậy: {PandB) S¡ {Q} thỏa cđk 
Tương tự {P and (notB)} S;{Q} thỏa cđk 
Do đó, theo luật về lệnh chọn của Hoare, ta có 
Œ) 
Giả sử S¡ và Sa luôn luôn dừng và {R} ifB then S¡ else S; {Q} 
Thì : {RandB)} S;¡ {Q)} 
{R and (not B)} S5; {Q) 
và : IƒB thenS¡ else S5; luôn luôn dừng. 
Vì vậy theo định nghĩa của WP ta có: RandB==> WP(S¡,Q) 
và R and (notB) ==> WP(S›,Q) 
Hai khẳng định trên tương đương với : R==>(B==>WP(S:,Q)) 
và R ==> (not B ==> WP(S›,Q)) 
Vì vậy R==> (B ==> WP(S¡,Q) ) and (not B ==> WP(S;,Q))) (2) 
Từ (1) và (2) ta suy ra:P.= WP(fB then S¡ else S;, Q). 


: P} IB thenS¡ else S5; {Q)} 


c) Ta cũng có khẳng định ngược lại: Nếu chấp nhận tiên đề : 
WP(fB then SĨ else S2,Q) = (B==> WP(SI, Q) and (not B ==> WP(S2,Q)) 
thì có thể chứng minh luật về lệnh chọn của Hoare là đúng : 
Định lý : Giả sử SI, S2 dừng. 
Nếu {PandB} SI {Q) 
và {P and not B1} S52 {Q) 
th {P) 1f B then ST else S2 {Q} đúng 
Chứng minh : (Bài tập) 


4. Toán tử lặp. 
a) Xây dựng WP(while B do S ,Q). 
Xét vòng lặpW = while B do S, với đkc Q. 
Xây dựng tân từ: WP(while B do S, Q) 
Nó phải bảo đảm W dừng sau một số hữu hạn lần lặp lại S và tới trạng thái thỏa Q. 
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Gọi k là số lần lặp (số lần thực hiện lệnh S ở thân vòng lặp). Ta xây dựng quy nạp 
theo k: 

Bước 0: (k=0) tân từ yếu nhất mô tả tập lớn nhất các trạng thái bảo đảm S lặp 
đúng 0 lần và tới trạng thái thỏa Q là : P, = (notB)andQ 

Bước I1 : (k = I) tân từ yếu nhất mô tả tập lớn nhất các trạng thái bảo đảm S lặp 
đúng một lần và tới trạng thái thỏa Q là : Pịạ = B and WP(S,P,) 
( tức là sau khi thực hiện một lần S thì trạng thái chương trình sẽ thoả P, ). 

Bước 2 : (k= 2 ) tân từ yếu nhất mô tả tập lớn nhất các trạng thái bảo đảm S lặp 
đúng 2 lần và tới trạng thái thỏa Q là : Pa = B and WP(S,P¡) 
( tức là sau khi thực hiện một lần S thì trạng thái chương trình sẽ thoả P\ ). 


Bườc k: Một cách tổng quát với k>= 1 thì tân từ yếu nhất mô tả tập lớn nhất các 
trạng thái bảo đảm S lặp đúng k lần và tới trạng thái thỏa Q là: PP, = B and 
WPS,P..¡ ) 

Như vậy một trạng thái đầu làm W dừng ở một trạng thái thoả Q khi và chỉ khi nó 
thoả khẳng định sau: 3(k:k>= 0: Py) 


Tứclà: | WP(while B do S,Q)= 3(k:k>= 0:P¿) 





not BandQ_ với k=0 


WP(S,P¿.¡) với k>0 
Ví dụ : 
Cho § là đoạn chương trình : 
JZJF1;:k := krị;n := n+l; 
và W là while(n<>m) do S 
Q là:(k=(+l - 1)/-1) and j=1” 
(đoạn chương trình nhằm tính k= 1 +i¡' +iŸ +...+ï") 
Giả sử rằng (¡<>0) và( ¡ <> 1), xác định WP(W,Q). 
Dãy các khẳng định Pạ được xác định : 
Ps = notn<>m) and Q 
P;y = (n<>m) and wp(S,P;¡) với r= l,2,3,... 
Thực hiện tính toán ta có : 
P, =  (n=m)and(k=(”?!- I⁄(¡ -1)) and q=¡”) 
Pị = (n<>m)and (n+l =m) and (k+j*1)=(1”+1 - 1)/-I))and (*i= 
) 
= (n=m-l)and(k=(” - 1)/-1l))and = TBDD), 
Tương tự : 
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P› = (n=m -2)and (k=(”! - 1J/d-1)) and(=i*?) 
Ta có thể chứng minh bằng quy nạp giả thuyết sau (với mọi số tự nhiên r) 
P: = (n=m-r)and k=(**! - 1⁄/-1)) and (=ï”” ) 
Pạ = (n=m-n)and(k=(”*° - 1)/-1)) and (=ih) 
Vậy : 
WP(W,Q) = Ä3Œ:r >= 0:(n=m-r)and (k=(ï*” - 1/-1)) and j=ï") 
= (n<= m)and(k=(+l1 - 1)(-1)) and =ï”) 


b) Mối liên hệ giữa toán tử lặp và tiên để lệnh lặp của hệ luật Hoare. 
Ta tách việc khảo sát tính đúng một vòng lặp thành hai phần : 
+ Phần quan sát sự biến đổi của vòng lặp để dẫn tới khẳng định nó dừng (tính dừng ). 
+ Phần quan sát sự bất biến của vòng lặp để. chứng minh kết quả cuối cùng của nó 
(đcđk) 
Với ý tưởng đó ta tách WP(W,Q) (với W là while do S) thành các thành phần tương 
ứng và khảo sát mối quan hệ giữa WP(W,Q) và các khẳng định của hệ luật Hoare. 
œ) Với lệnh bất kỳ S, điều kiện yếu nhất để đảm bảo S dừng là không ràng 
buộc gì sau khi dừng. Tức là WP(S,true) là tân từ mô tả tập hợp tất cả các trạng thái 
mà xuất phát từ đó thì bảo đảm S dừng. 
Ta có : WP(W,true)= 3d(k:k>=0:Pk) 
Với Ps = (notB)and true #= (not B) 
P.= B andWP(S,P.¡) với k>0 
( P¿ là điều kiện để không thực hiện S lần nào, P¡ là điều kiện để thực hiện S 
đúng một lần, P. là điều kiện để thực hiện S đúng k lần. 


Ví dụ : 
W = while(n<>m) do begin 
J:= JF1;k:= k+j;n:= n+l; 
end ; 
Ta tính điều kiện đầu để W dừng như sau : 
Pso = not(n<>m)= (n=m) 
Pị = B and WP(S,P¿) = (n<>m)and (n+Ïï =m) = (n+l =m) 
Giả thiết quy nạprằng Px = (n+k = m). 
Ta có : 


Gỉa thiết đúng với k=0 vì P„ =(n=m) = (n+0=m) 
Gỉa sử gỉa thiết đã đúng với k. Tức là :P¿ = ((n+k)=m) 
Chứng minh sỉa thiết đúng với k+l1. Thực vậy: 
P¿¿¡ = Band WP(S,Px) = (n < m) and ((n+l)+k = m) = ( n+(k+l) = m) 
(WP(S,P.) = WP(J:= J#1;k:= k+J;n:= n+l,((n+k)=m)) =(n+(k+l)) 
=m) 
Vậy : P¡ = (nt+i=m) 
Tức là: WP(W,true) = 3(:i>=0;n+ri=m) = (n>=m) 
B ) Quan hệ giữa {P} S({Q } và WP(S,Q) 
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Theo định nghĩa về tính đúng và WP(S,Q) ta có :S đúng có điều kiện dựa trên 
điều kiện đầu P và điều kiện cuối Q ( đặc tỉ {P} S {Q} đcđk) nếu và chỉ nếu hội 
(and ) của P và điều kiện yếu nhất bảo đẩm sự dừng của S mạnh hơn điều kiện yếu 
nhất bảo đảm S dừng trong một trạng thái thoả tân từ Q. 

Tức là :{P}S {Q} thỏa cđk khi và chỉ khi Pand WP(S.true) ==> WP(S,Q) 

Như vậy : 

{Iand B} S {I} thỏa có đk khi và chỉ khi I and B and WP(S,true) ==> 
WP(S,D 

{1} whie B do S {Iand notB} thỏa có đk khi và chỉ khi 
{I}and WP(while B doS,true) ==> WP(W, Iand not B) 

Như vậy chứng minh S giữ bất biến I chính là chứng minh 

I and B and wp(W,true) ==> wp(S, l) 
Chứng minh W dừng ứng với đkđ P chính là chứng minh: P==> WP(W ,true) 


y) Định lý bất biến cơ sở (Fundamental invariance theorem) của Dijkstra 
phát biểu một dạng khác của luật về vòng lặp của Hoare . 
Định lý: Giả sử Iand Band WP(S,true) ==> WP(S,J) (Ilà bất bất biến của vòng 
lặp ) 
thì : Iand WP(W,true) ==> WP(while B do SŠ, Iand notB ) 
({I} while B do Š {I and not B} ) 
Chứng minh : Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp trên k rằng 
I and P,(true) ==> P.(I and not B ) (a) 
với : Ps(Q) = notB and Q 
P.(Q) = B and wp(S, P.(Q)) 
Chú ý là P,(Q) là đkđ yếu nhất bảo đẩm vòng lặp while BdoS dừng sau đúng k 
lần lặp trong một trạng thái thoả mãn Q. 
() Cơ sở I and Ps(rue) #=  I and(not B and true) (định nghĩa) 
= notB and ( Iand not B) 
=_ Pø(I and no(tB) 
(1ñ) Bước quy nạp : Giả sử (a) đã đúng với k. Tức là : 
I and P.(rue) ==> P.(I and not B) 
Ta chứng minh (a) đúng với k+T. 
Thực vậy: I and Py,;(true) = I and B and WP(S,P,(rue)) (định nghĩa) 
B and I and B and WP(S,P.(rue)) 
B and I and B and WP(S,true) and 


WP(S,P.(true)) 


( vì WP(S.P(r£ue) #=Z WP(Strue) and 
WP(S,Pv(rue)) ) 


B and(I and B and WP(S,true) ) and 
WP(S,P.(true)) 


==>B and WP(S,I) and WP(S,P.(true)) 
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(I and B and WP(S,true) ==> WP(S,I) gỉa thiết Ilà bất biến ) 
= B and WP(S,Iand P.(true)) (phép phân phối _ and) 
==>B and WP(S,PL( and not B)) 
( vì: Iand P,(rue) ==> P¿( and not B giả thiết quy nạp và tính chất phép phân phối 
==>) 
=  Pv,¡(land notB) 
Tức là: I and Px(true) ==> P,,¡( and not B) 
Theo nguyên lý quy nạp ta suy ra : 
I and P,(rue) ==> P„(I and notB) với mọi k >=0 
Từ điều này ta có : 
lIand WP(W, true) = Iand(k:k>=0: P.(true)) 
= (k:k>=0:lI and P¿(rue)) 
==>(k:k>=0: P¿([ and notB)) = WP(W,I and not B) 
Ta có đpcm. 


IV. LƯỢC ĐỒ KIỂM CHỨNG HỢP LÝ VÀ CÁC ĐIỀU KIÊN CẦN 
KIỀM CHỨNG.. 


1. Lược đồ kiểm chứng. 
Để chứng minh tính đúng của đặc tả đoạn chương trình người ta thường : 
- Thiết lập các khẳng định về trạng thái chương trình ở các điểm trung gian 
cần thiết. 
-_ Chứng minh tính đúng của các khẳng định đó. 

Những khẳng định về trạng thái chương trình ở những điểm trung gian không chỉ 
nhằm phục vụ việc kiểm chứng mà còn có mục tiêu là giúp người sử dụng chương trình 
hiểu được ngữ nghĩa của đoạn chương trình . Tức là góp phần xây dựng một chương 
trình có dạng thức tốt ( dễ đọc, dễ hiểu ). Nghệ thuật của việc chứng minh tính đúng 
của chương trình và xây dưng sưu liệu cho chương trình ( ở đây là đưa ra những ghi 
chú vào chương trình) là ở chỗ làm sao chèn vào các khẳng định trung gian vừa đủ : 
quá nhiều sẽ làm khó đọc, mất nhiều thời gian kiểm tra, còn quá ít thì không đủ đặc tả 
ngữ nghĩa . 

Trong phần này ta thảo luận ý tưởng chứng minh tính đúng của đoạn chương trình 
trong dạng lược đồ kiểm chứng tính đúng (Proof tableaux). 

Các khái niêm. 

- Lược đồ kiểm chứng tính đúng (Iđkc) của một đoạn chương trình là một dãy 
đan xen giữa các khẳng định (assertion) và lệnh (statement) của đoạn chương trình, 
với bắt đầu và kết thúc bởi các khẳng định. 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


‹Xự thuật lập trìàuÍt dâng eqo -_ %7 - 





- Một lược đồ kiểm chứng là đúng (valid) nếu khi ta bỏ đi các khẳng định trung 
gian thì nó trở thành một đặc tả đúng. Từ những kiến thức đã trình bày ở các phần trên 
ta suy ra: Một lược đồ kiểm chưng là đúng khi và chỉ khi : 

+ Mọi bộ đặc tả dạng {P} S {Q} xuất hiện trong lđkc đều là những 
đặc tỉ đúng. 

+ Mọi cặp khẳng định đứng liền nhau dạng {H)} {T} trong lđkc thì 
đều thỏa quanhệ P==>Q_ đúng. 

Từ định nghĩa trên ta thấy : một lđkc có thể biến dạng theo nhiều mức chi tiết. Từ 
một bộ ba đặc tả gồm : đoạn lệnh S, tân từ mô tả điều kiện đầu P, tân từ mô tả điều 
kiện cuối Q ( đặc tả {P} S {Q} ) ta có thể xây dựng nhiều dạng Iđkc khác nhau bằng 
các cách chèn khác nhau các khẳng định trung gian . 

Dạng thô nhất của lđkc chính là đặc tỉ tính đúng của đoạn chương trình nó chỉ 
chứa 2 khẳng định : một ở đầu đoạn chương trình và một ở cuối đoạn chương trình . 

Dạng min nhất của lđkc là lđkc mà mọi lệnh đều bị kèm giữa hai khẳng định ( 
đặc tả ngữ nghĩa tới từng câu lệnh ) nó là lược đổ kiểm chứng ở mức chỉ tiết nhất 
(lược đồ kiểm chứng chỉ tiết - lđkcct). 

Trung gian giữa hai dạng lđkc trên người ta thường sử dụng lđkc chỉ có các 
khẳng định trung gian ở những chỗ cần thiết ( những chổ quan trọng , những chổ 
ngoặt trong nội dung ngữ nghĩa của đoạn chương trình ). 


2. Kiểm chứng tính đúng. 


a) Ý tưởng 
Để kiểm chứng tính đúng đặc tả của đoạn chương trình S. Tức là khẳng định đặc tả 
{P) S {Q) đúng. Ta cần thực hiện các việc sau: 
+ Xây dựng Iđkc hợp lý xuất phát từ đặc tả của đoạn chưong trình . 
+ Chứng minh tính đúng của lđkc vừa xây dựng . 

Trong 2 công việc trên thì việc xây dựng lđkc hợp lý là việc tốn nhiều thời gian và 
công sức. Việc xây dựng lược đổ chưng minh hợp lý sẻ khác nhau phụ thuộc vào cấu 
trúc của đoạn lệnh S song thường được tiến hành theo 2 bước sau : 

Bước I : Từ đặc tả xây dựng lược đồ trung gian (chi tiết hay gần chi tiết ) dựa vào 
các tiên để (của hệ Hoare hoặc của hệ Dijkstra ) mô tả ngữ nghĩa của từng lệnh bằng 
cách chèn vào các khẳng định trung gian . 

Bước 2 : Từ dựng lược đồ trung gian (chỉ tiết hay gần chỉ tiết ) dựa vào các tiên để 
(của hệ Hoare hoặc của hệ Dijkstra ) mô tả ngữ nghĩa của từng lệnh bỏ bớt các khẳng 
đinh trung gian tầm thường ( các khẳng định ở những vị trí không quan trong, các 
khẳng định mà tính đúng của chúng là rõ ràng và dang thức của chúng đơn giản dễ 
dàng khôi phục lại khi cần ) . Giữ lại khẳng định trung gian nào trong lđkc hợp lý là 
một trong những nghệ thuật của người kiểm chứng nó phản ánh rõ nét mức trí tuệ (khả 
năng tư duy, kiến thức tích lũy ) của người kiểm chứng . 
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Việc chứng minh tính đúng đầy đủ của lđkc phụ thuộc vào cấu trúc đoạn lệnh S và 
hệ tiên để mà ta đã sử dụng để xây dựng lược đồ kiểm chứng hợp lý. 

- Trương hợp 1 : Nếu đoạn lệnh S không chứa một lệnh lặp nào cả thì tính dừng 
được xem là hiển nhiên, khi đó 2 hệ tiên để là hoàn toàn tương đương . 

- Trường hợp 2 : Nếu đoạn lệnh S có chứa lệnh lặp thì tính dừng không phải 
bao giờ cũng được thỏa nên ta cần phải chỉ ra . Khi đó 2 hệ tiên để là không tương 
đương . 

+ Nếu trong suốt qúa trình xây dựng lược đổ kiểm chứng ta chỉ sử dụng hệ tiên 
để Dijikstra thì không phải kiểm chứng lại tính dừng nữa . 

+ Nếu trong qúa trình xây dựng lược đồ kiểm chứng ta có sử dụng (dù chỉ một 
lần ) tiên để của hệ Hoare thì phải kiểm chứng lại tính dừng ( vì tiên đề Hoare không 
bảo đảm tính dừng ). 


b) Kiểm chứng tính đúng đặc tả {P) S {Q) khi S là một dãy lệnh tuần tự. 
( ỐC Ti191j« 1087 j) 
Kiểm chứng tính đúng đặc tả :{P } S¡;S;;... ;Saạ {Q} 
Ví dụ : 
Kiểm chứng đặc tả : 
{even(k) and (0<k)and (y*z = x')}(1) 


k:= k di 2; 
2n 2 ổn 
{(0 <= k)and (y*#z*) = x")} (2) 


Bài giải : 
Cách I : Xây dựng lđkc hợp lý dựa vào hệ Haore . 
- _ Bước 1: Xây dựng lược đồ kiểm chứng hợp lý. 
+ Xây dựng lược đồ kiểm chứng chỉ tiết : 
Từ (1) ta suy ra : 
{even(k) and(0<k) and (y *zŸ) = x")} (2a) 
{((0<=k điv2 )and (y *(z*z)* div2 = x") } (24) 


k:= k div 2; (2) 
{(0 <=k) and (y *(z*z)" = x") } (2c) 
Zz!=7*2 ¡ 
{(0<=k) and (y *z* = x")} (2b) 


Diễn giải : Từ (2b) và lệnh gán z:=z*z dùng tiên để gán ta suy ra (2c) 
Từ (2c) và lệnh gán k:=k div 2 dùng tiên để gán ta suy ra (2d) 
+ Xây dựng lđkc hợp lý từ lđkc chỉ tiết : 
Từ (2) ta suy ra : 
{even(k) and (0 <k) and (y * 7ˆ) = x1) (2a) 
{(0<=k điv2 )and (y *(z*z)* div2 = x") } (2d) 
k:= k div 2; (3) 
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2 =2 2 


{(0<=k) and (y *z* = x")} (2b) 


Diễn giải : Từ (2b),(2c),(2d) và 2 lệnh gán tuần tự z:=z*z ; k:=k div 2 dùng 
tiên đề tuần tự ta bỏ đi (2c). 
- - Bước 2 : chứng minh lđkc hợp lý (3) đúng : 
{(0<=k div2 )and (y * (z*z)* div 2 = x") } (2đ) 


k:= k div 2; đa) 
zZ!=7ŸZ ; 
{(0<=k) and (y *z* = x")} (2b) 


Ta có : Tính đúng của (3a) được khẳng định dựa vào cách xây dựng . 
Kiểm chứng hai khẳng định đi liền nhau : 
{ even(Œ) and (0<k) and (y *z*)=x°")} {(0<= k div 2) and (y*(z*z)* #2 = 
x”)} 
có quan hệ hàm ý (==>) (hiển nhiên) (3b). 
Từ (3a),(3b) áp dụng luật hệ quả ta suy ra (3) đúng . 
Nhân xét : 
Ta có thể hình thức hóa quá trình chứng minh bằng cách đưa vào ký hiệu : 
Iz,k) = (0<=k) and (y*z* = x") 
Khi đó (2) có thể viết thành : 
{even(K) and (0<k) and I(z,k)} 
{1Iz*z,k điv 2 )} 
k:= kdiv 2; 
{Iz*z.,k )} 
Z!= 772) 
{1z.k)) 
(3) có thể viết thành : 


{even(K) and (0<k) and I(z,k)} 
{I(z*z„k điv 2 )} 
k:= kdiv 2; 
z!= 77; 


t1Œ,k)) 


Điều kiện cần kiểm chứng là : 
even(k) and (0<k)andlI(øz¿k) =>  I(z#z,k div 2) 

Chú ý : Khi có một cặp {P} {Q} xuất hiện trong lược đồ thì khẳng định hàm ý 
(==—> ) tương ứng là một điều kiện cần kiểm chứng (đkckc - verification 
condition). Các điều kiện này là cốt lõi của chứng minh về tđcđk, phần còn lại của 
chứng minh chỉ là việc áp dụng máy móc các quy luật. 
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Trong ví dụ trên, đkckc là : 
even(k) and (0< k) and I(z,k)} ==> I(z*z,k div 2) 
Đây chỉ là cách nói hình thức của sự kiện là (z*z)*div2 = z* khik là số nguyên 
chấn. 


Cách 2 : Xây dựng lđkc hợp lý dựa vào hệ DiJkstra. 
Bước I : Xây dựng lđkc hợp lý. 
- Tính WP(k:= k div2;z:=z*z, I(„,k)) 
Ta có : WP(k:= k div 2;z:=z*z., I(z,k)) 
= WP(k:= k div2,WP(z := z*z, I(z,k)) 
= WP(k:= k div 2, I(z*z,k)) = l(Z*z,kdiv 2)) 
+ Chèn WP(k:= k div 2 ;z:=z*z , I(z,k)) vào (1) ta được lđcm hợp lý : 
{even(K) and (0<k) and I(z,k)} 
{I(2z*z,k div 2 )} 
k:= k di 2; 
z!= 77; 


HŒ.k)) 


Bước 2 : Kiểm chứng tính đúng của lđkc hợp lý . 
Ta có :  {I(z*z,k div2)} 
k:= k di 2; 
Z!= 772) 
{lŒ.k)) (a) đúng 
even(k) and (0<k) and I(z,k) => I(z*z,k div 2) (b) đúng. 
Từ (a), (b) ta suy ra đặc tả đúng 


c) Kiểm chứng khi đoạn chương trình có chứa câu lệnh điều kiện 
{P} í B then SI else S2 {Q} 
Khi đó ta thêm các khẳng định trung gian dạng: 
{P) IfB then {PandB) SI {Q) 
else {PandnotB}S2 {Q) 
(hoặc : 
{P) Bthen {PandB) S {Q} 
else {PandnotB} {Q) 
khi không có phần else ) 
vào nơi có lệnh điều kiện tương ứng ta có lđkc trung gian thích hợp . 
Ví dụ: Kiểm chứng đoạn chương trình : 
{(0<k)and (y *z*= x*} 
IÍ even(K) then begin 
kz kdíwv 2; 
Z!= 7/2 y 
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end 
else begin 
k:= k-l; 
Vi ý) 
end 


{(0<= k)and(y *z*= x")} 
Cách 1: Dùng hệ tiên để Hoare. 
+ Bước I : Xây dựng lđkc hợp lý. 
Đặt I(y,zk) = (0<= k) and (y*z* = x") 
Đặc tả có dạng: {(0<k) and I(y,z,k)} 
If even(k) then begin 


k:= k div 2; 
zZ!= 77 ; 
end 
else begin 
k:= k-l; 
y= Y1, 
end 
{l(,Z,k)) 


Chèn các khẳng định trung gian (dựa vào tiên đề gán của Hoare) 
{(0 <k) and I(y,z,k)} 
If even(k) then {even(k) and (0 <k) and I(y,z,k)} 
begin 
{l(y ,z*z, k div 2) } 
k:= k div 2; 
{Iy,Z*z,k)] 
Z!= 7*7 
end; 
{I(y,Zz.k)) 
else 
{(not even(K)) and (0 < k) and I(y,z,k)} 
begin 
{1@*z ,z,k~]) } 
k:= k-l; 
{1@*z,z,k)} 
y:= Y*Z ; 
end 
tI0,Z.k)) 
Bỏ đi các khẳng định trung gian tầm thường (dựa vào luật tuần tự của Haore) ta có 
{(0 <k) and I(y,z,k)} 


lđkc hợp lý : 
{even(k) and (0 < k) and I(y,z,k)} 


If even(k) then 
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{l(y ,z*z, kdiv 2) } 
beøn  k:= k div 2; 

2.1m. g Ý 

end 
tI@,Z.k)) 
else 
{(not even(K)) and (0 < k) and I(y,z,k)} 

110*z,z,k-l) } 


k:=k-l; 
V= V*¿ ; 
{I(y,Z.k)} 


+ Bước 2: Chứng minh lược đồ kc đúng. 
Các cặp khẳng định đứng liền nhau xuất hiện trong lược đồ : 
{even(k) and (0 < k) and I(y,z,k)} { l(y ,z*z, k div 2) } (a) 
và - {(not even(k)) and (0 <k) and I(y,z„k)} { I(y#*z,z,k—1) }(b) 
Các hàm ý tương ứng cần phải chứng minh đúng : 
{even(K) and (0 < k ) and I(y,z,k)} ==> { ly ,zz*z,kdiv2) }(a*) (kiểm 
chứng ? ) 
và {(not even(K)) and (0 < k ) and I(y,z,k)} ==> { Iy*z ,z, k -1) }(b*) ( Kiểm 
chứng ? ) 
Từ (a*) và (b*) ta suy ra điều phải kiểm chứng. 


Cách 2: Dùng hệ tiên đề Dijkstra. 
- Bước I : Xây dựng lđkc hợp lý. 
Đặt I(y,zk) = (0<= k) and (y*z* = x") 
S¡E= begin k:= k div 2; z:= Z*z ; end; 


S2az= begn k:= k-l; y:= y*z ; end; 
B = cven(k) 
Đặc tả có dạng: {(0<k) and I(y,z,k)} 
If B then §¡ else S2 


{I(y,Z.k)} 

+ Tính WP(f B  then SŠ¡ else S:, l(y,z,k)) 

= (B==>WP(S¡, I(y,z,k) ) ) and (not B ==> WP(S;, I(y,z,k) ) ) 

= ( dành cho người đọc ) 
+ Chèn khẳng định WP(f B_ then $;¡ else 

tiên để chọn cùa Dijkstra ta được lđkc hợp lý dạng : 
{(0 <k) and I(y,z,k)} 
{WP(f B then Š¡ else S:, l(y,z,k)) } 
If B then §Š¡ else S› 


{Idy,z.k)) 
- Bước 2 : Chứng minh lđkc đúng. 


S2, I(y,z„k) ) vào đặc tả theo 
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Cặp khẳng định đứng liền nhau trong lđkc là : 
{(0<k)and I(y,zk)} {WP(f B then §; else S;, l(y,z,k)) } 
Ta cần chứng minh tính đúng của hàm ý tương ứng : 
{(0<k)and I(y,z,k)}==> {WP(f B then Š¡ else S;, I(y,z,k)) }(*) 
(CM*_ danh cho người đọc ) 
Từ (*) suy ra điều phải kiểm chứng. 
d) Kiểm chưng khi đoạn chương trình có chứa lệnh lặp while B do S. 
Cách thứ 1: Sử dụng hệ tiên đề Dijkstra. 
- - Bược I: Xây dựng WP(While B do SŠ) và chèn vào trước lệnh lặp . 
# guê a0 {WP(while B do S} while B do SŠ_...... 
- - Bườc 2: Xây dựng lđkc hợp lý từ lđkc trên. 
- _ Bước 3 : Chứng minh tính đúng của các điều kiện cần kiểm chứng. 


Cách thứ 2 : Sử dụng hệ tiên đề Hoare. 
- - Bược I: Phát hiện bất biến I của vòng lặp và chèn các khẳng định trung 
gian tương ứng vào trước giữa và sau lệnh lặp ( tiên để Haore) . 
{dnvariant) I} 
while B do 
{IandB} § {I)} 
{I and not B } 
-  Bườc 2. Xây dựng lđkc hợp lý từ Iđkc trên. 
- _ Bước 3 : Chứng minh tính đúng của các điều kiện cần kiểm chứng . 
Bước 4 : Chứng minh lệnh lặp dừng . 
Ví dụ : Kiểm chứng đặc tả : 
{0<=n)} 
ŸY‡l1;:3=x¡k= n; 
while (0<>k) do 
begin 
k:=k-l;y:= y*z 
end 
{y=x') 
Biết bất biến của vòng lặp : I(y,z,k) =(k>=0) and ( y*z = x") 
Bài giải theo cách I: 
Dựa vào hệ Hoare ta xây dựng lđkc chi tiết xuất phát từ điều kiện đầu , điều kiện 
cuối và bất biến . 
{0 <= n} 
{1(1,x,n)} 
=1. 
tŒ,x,n)) 
x AT, 


tŒ,z.n)) 
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k:=n; 
{10@,z.k)} 
while(0<>k) do begin 
{1I(y,z,k) and (k <>0)} 
{I(y*z,z,k-l)} 
k:=k-l; 
{Iy*z.z,k)) 
y:= Y2; 
{I(y,z.k)) 
end 
{1(y.z,k) and (k=0)} 
{y=x"} 


Bỏ đi các khăng định trung gian tầm thường ta có lđcm hợp lý dạng : 


{0 <=n} 
{I(1.x,n)} 
ÿ‡=lj) 
2X; 
k:=n; 
t10,z.k)} 
while (0<>k) do 
begin 
{1I(y.z,k) and (k<>0)} 
(I(yz.z.k-1)] 
k:=k-l; 
y:= Y2; 
{I(y,z.k)} 
end 
{1(y,z,k) and (k=0)} 
{y=x'} 


Các điều kiện cần kiểm chứng là : 
(0<=n) == I(1,x,n) 
I(y,z,k) and =0) ==> y =x". 
I(y,z„k) and (K<>0)== I(y*x,z,k-l) 
Thay I(y,z,k) = (0 <= k) and ( y *z*=x”) ba đkckc trên sẽ trở thành : 


(Phần chuẩnbj)  (0<=n)==>(1*x"=x")and(0<=n) (hiển nhiên ) 


(Phần kết thúc lặp) (y *zŸ = x") and (0 <=k) and (k= 0)==> y =x" (hiển nhiên) 


(Phần thân vòng lặp) ( y * z* =x" ) and (0<=k) and k<>0) 


==> ((y*z)*z“` = x") and (0<= k-l) 


= (y*Z* =x")and(0<k) 


==> (y*z = x")and(0<= k-l) (hiển nhiên) 
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3. Tập tối tiểu các điều kiện cần kiểm chứng. 

Một Iđkc đầy đủ trong đó mỗi lệnh đều được kèm giữa hai khẳng định rõ ràng là 
chi tiết quá mức. Thực ra sử dụng tri thức của ta về các đkđ yếu nhất của những lệnh 
khác lệnh lặp, ta có thể mô tả một giải thuật để sẳẩn sinh ra một chứng minh hoàn chỉnh 
theo kiểu Hoare về tính đúng có điều kiện của đoạn lệnh S dựa trên điều kiện đầu P 
và điều kiện cuối Q, với giả định là mỗi vòng lặp while trong S được cung cấp kèm 
theo bất biến của nó. 

Về nguyên tắc, một bộ chứng minh định lý tự động (theorem prover), với khả năng 
kiểm chứng các điều kiện có dạng P ==> R có thể được dùng để chứng minh một cách 
tự động tđcđk của 1 đoạn chương trình . Điểm quan trọng mà ta rút ra từ các phần đã 
trình bày là: phần cốt lõi trong một chứng minh về tđcđk là việc phát hiện ra các bất 
biến và sau đó việc kiểm chứng các điều kiện hàm ý nhằm sử dụng luật hệ quả. 

Chúng ta không mô tả giải thuật để sản sinh các chứng minh kiểu Hoare, thay vào 
đó, ta sẽ trừu tượng hoá từ nó quá trình sản sinh ra tập hợp các điều kiện cần kiểm 
chứng. 

Xét một đoạn CT bất kỳ với các đkđ P và đkc Q. Ta sẽ xây dựng từ P, S và Q bằng 
quy nạp một điều kiện đầu yếu nhất dựa vào S và Q, ký hiệu là pre(S,Q), và hai tập 
hợp các điều kiện cần kiểm chứng V'(S,Q) and V(P,S,Q) như sau : 

1. Nếu S là lệnh gán x := bt thì pre(S,Q) là WP(S,Q) và V'{S,Q) rỗng. 
Tức là : pre(x:=bt,Q(x))) = WP(x :=bt,Q(x)) = Q(bÐ và V(x:=bt,Q) = đi. 
2. Nếu S có dạng S¡; S¿ thì pre(S,Q) là pre(S¡, pre(Sa,Q)) và V'S,Q) là hội 
của 
V(S;, Q) và V(S¡,pre(S2,Q)). 
Tức là : pre(S¡; S2, Q) = pre(S¡, pre(S2,Q)) 
Và V(S¡;5:,Q) = V(S;,Q)U V(S¡,pre(S›,Q)). 
3. Nếu S có dạng if B then S¡ else S; thì pre(S,Q) là : 
(B and pre(S¡,Q)) or (not B and pre(S›,Q)) và V'(S,Q) là hội của V'(S¡,Q) và V'(Sa,Q). 

Tức là: preaf Bthen§; else Sz,Q) = (B and pre(S¡,Q)) or (not B and pre(S› 
,Q) — Va V(f BthenS¡ else S;¿,Q) =V(S¡,Q) Q2 V(S:,Q). 

4. Nếu S có dạng while B do §¡ và I là bất biến của vòng lặp thì pre(S,Q) là I, và 
V{(S ,Q) là hội của V( and B, S¡,D và tập hợp chỉ gồm một điều kiện I and not B 
==> Q. 

Tức là : pre(S,Q) = Ivà V'(S,Q) = V(IandB, S¡, { Land not B ==> Q }. 

5. Trong mọi trường hợp V(P,S,Q) là hội của V'(S,Q) và tập hợp chỉ gồm một 

điều kiện P ==> pre(S,Q). 

Tức là : V(P,S,Q) = V'S,Q) 2 {P==> pre(S,Q) }. 

Các chức năng của pre(S,Q), V'(S, Q) ,và V(S,P,Q) trong quá trình này được mô tả 
bởi các mệnh để sau : 

(P1) Nếu mọi đkckc trong tập hợp V(S,Q) đều đúng thì S là đcđk dựa trên đkđ 
pre(S,Q) và đkc Q. Tức là : { pre(S,Q) } S {Q } đúng có điều kiện. 
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(P2) Nếu mọi đkckc trong tập hợp V(P,S,Q) đều đúng thì S là đcđk dựa trên đkđ P 
và đkc Q. Tức là :{P} S {Q } đúng có điều kiện. 

Tính chất (P1) có thể được chứng minh bằng quy nạp trên kích thước của S, ở đây 
kích thước của S có được bằng cách đếm là 1 cho mỗi lần xuất hiện các ký hiệu ':=', 
"1, 1ƒ, 'while' trong S. Tính chất (P2) là một hệ quả trực tiếp của (PI). 

Chú ý rằng pre(S,Q) khác với wp(S,Q) chỉ khi có lệnh while. Điều này xác nhận 
là trong trường hợp tổng quát, không có khả năng tạo lập một công thức đóng cho 
đkđ yếu nhất của lệnh while và nhấn mạnh tầm quan trọng của việc ghi nhận những 
tính chất bất biến trong các sưu liệu chương trình. 

Ví dụ I : Với đặc tả gồm : 


Dẫy lệnh tuần tự S : S= (tg:=(tg+alk];k:= k+l; 
đkc Q = l(k,tg) = (tg=S(:0<= 1< k: a[l])) 
đkđ P= l(k,s) and(k<>n) 


Ta áp dụng các bước l và 2 được : 
V{S, I(k, tg)) là rỗng. 
pre(S, I(k, ø)) là I(k+], tg+a[k]) 
tập các đkckc 
V(P,S,Q) = V((k,tg) and k<>n, S, I(k, tg)) chứa một điều kiện là 
I(k,tg) and k <> n ==> I(k+I, tg+a[k]) 
Tức là: (tg = ŠS(:0<=I<k: a[i])) and k<>n) 
==> ftg + a[k|=S(1:0<=1<=k+l:a[il) (1) 
Vidu 2 : Xét đặc tả đoạn chương trình tính tổng các phần tử của một array 
{0 <=n} 
k;:=Z 0;tg:=0; 
{(nvariant ) I(k,tg) } = { tg= SŒ: 0<=1<k: a[I])} 
while (k <n) do 
begin 
tg:= tg+a[k];k:= k+l; 
end 
{tg= 5Œ: 0<=1<n: a[I])} 
Tách đoạn chương trình thanh 2 nhóm : 
+ Nhóm lệnh tuần tự :  $, = k:= 0;tg:=0; 
+ Lệnh while: W = whilek<>n do begin 
(g:=tg+ a[k];k:= k+l 
end 
Theo quy tắc 2, ta cần tính pre(W,Q) và V'(W,Q) với 
Q = tg=S(:0<=i<n:allil) 
Bây giờ, dùng quy tắc 4, 
pre(W,Q) = I(ktg) = tg=S(:0<=1<k:a[ll) 
Cũng vậy V'(W,Q) bao gồm V((k,tg) and k<>n, S$¡, I(Œktg)) với S¡ là nhóm lệnh 
trong vòng lặp, và điều kiện 
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I(k,tg) and (k=n )==> tg =S(I:0<=1<n: a[I]) (2) 
Cuối cùng, ta có thể tìm được 
pre(So, I(k,tg))= 0=S(I: 0 <=1<0: a[Ii]) 
và tập hợp các đkckc cho So bao gồm chỉ một điều kiện 
(0<=n)==> pre(So, l(k,tg)) @) 
Như vậy, có 3 đkckc cho CT, đó là các điều kiện (1), (2), (3). 
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PHU LỤC ‹ 
MỘT SỐ KIÊN THỨC VỀ LOGIC 


I. LOGIC TOÁN. 


Trong đời sống hàng ngày, người ta cần có những lý luận để từ các điều kiện được 
biết hay được giả định (các tiền để - premises) có thể. suy ra các kết luận (conclusion) 
đúng. Hãy xét 2 lý luận sau : 

Lý luận (I): - Các tiễn để : 
+ Nếu hôm nay trời đẹp thì tôi đi chơi. 
+ Nếu tôi đi chơi thì hôm nay về trễ . 
- Gỉa thiết : Hôm nay trời đẹp. 
- kết luận : Hôm nay tôi sẽ về trễ . 
Lý luận (2) : - Các tiên để : 
+ Nếu hôm nay rạp hát không đóng cửa thi tôi sẽ xem phim. 
+ Nếu tôi xem phim thì tôi sẽ không soạn kịp bài . 
- Ga thiết : Hôm nay rạp hát không đóng cửa . 
- kết luận : Hôm nay tôi sẽ không soạn kịp bài. 
Hai lý luận trên là đúng và có cùng dạng lý luận. Chúng đúng vì có dạng lý luận 
đúng, bất kể ý nghĩa mà chúng đề cập đến. 
Còn lý luận sau : 
Lý luận (3) : - Các tiền để : 
+ Nếu trời đẹp thì tôi đi chơi. 
+ Nếu tôi đi chơi thì tôi sẽ về trễ. 
- Giả thiết : Hôm nay tôi về trễ. 
- kết luận : Hôm nay trời đẹp . 
là lý luận sai và mọi lý luận dạng như vậy đều sai. 

Logic toán học quan tâm đến việc phân tích các câu (sentences), các mệnh để 

(propositions) và chứng minh với sự chú ý đến dạng (form) lược bỏ đi sự việc cụ thể. 


II. LOGIC MỆNH ĐỀ. 


1. Phân tích 
Phân tích lý luận (1) ta thấy nó sử dụng các mệnh đề cơ sở sau : 
. Hôm nay trời đẹp 
. Tôi đi chơi 
. Tôi sẽ về trễ. 
Mỗi mệnh đề (proposition) là một phát biểu đúng (true) hay sai (false). 
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Biểu thị tượng trưng lần lượt các mệnh đề trên bởi các tên A, B,C, ta ghi lại dạng 
lý luận của (1) như sau : 
. Nếu A thì B (4) 
. nếu B thì C 
Có A kết luận được :C 
Đây cũng là dạng lý luận của (2). 
Thường một phát biểu sẻ gồm nhiều phát biểu nhỏ nối kết với nhau bằng các liên 
từ "và", "hay", "vì vậy " ,"kết quả là"... 
Một mệnh đề đơn (simple proposition) là mệnh đề không chứa mệnh đề khác. 
Một mệnh để phức (compound proposition) là mệnh đề được tạo thành từ hai hay 
nhiều mệnh đề đơn .Việc nối kết này được thực hiện bởi các liên từ logic. 


2. Các liên từ logic. 


và 
hay 


không 
nếu...thì... 
..nếu và chỉ nếu... 





Với các ký hiệu này, (4) có thể được viết như sau: 
[(A==>B) and (B==>C) and A ] ====> C 
Nếu A thì B và nếu Bthì C và A Thì suyra C 
Tức là mệnh đề phức hợp [(A ==> B) and (B ==>C) and A]==>C. 
Nói chung một lý luận sẽ được chuyển thành một mệnh đề phức với dạng : 
[ (tiên để I) and (tiên để 2) and ... ]====> kết luận. 


3. Ýnghĩa của các liên từ Logic. Bảng chân trị. 

Các liên từ nối kết các mệnh đề thành phần tạo nên mệnh để mới, mà tính đúng 
sai của nó được xác định từ tính đúng sai của các mệnh để thành phần theo qui luật 
được khái quát trong các bảng giá trị đúng sai sau đây : 
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p and q p.0orq D=E= q 





4. Lý luận đúng. 


Một lý luận có thể được biểu diễn bởi một mệnh để phức trong đó các tiên để được 
nối kết với nhau bằng liên từ and và các tiên để nối kết với kết luận bằng liên từ 
=—> 

Định nghĩa : Một lý luận là đúng (valid) nếu và chỉ nếu với mọi bộ giá trị (đúng, 
sai) có thể của các mệnh để thành phần, nó luôn luôn đúng (true) 
Ví dụ I1: Lý luận (4) đúng vì với mọi khả năng của A,B,C mệnh đề : 
[(A ==> B) and (B ==> C) and A] ==>C đều có gía trị đúng. 
Bảng chân trị sau khẳng định điều đó: 


[(A ==>B) and (B==>C) 


3>"3>>==.~ 
am ="*“= —= 


EF 
EF 
EF 
EF 
T 
T 
T 
T 





Ví dụ 2: Lý luận (3) là sai. 
Đặt: A : hôm nay trời đẹp 
B: Tôi đi chơi 
C: Tôi về trễ 
Dạng lý luận (3) là : [(A ==>B) and (B==>C) and C]==>A 
là sai vì với A, B False , C true thì mệnh đề : 
[(A == B) and (B ==> C) andC |==> A nhận gía trị False 
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[(A == B) and (B ==>C€C)andC. ]|==> A 


[ T and  'T and T]==>F 





5. Tương đương (Equivalenee). 


a) Định nghĩa: 
Hai mệnh để P và Q được gọi là tương đương nhau (ký hiệu P =_ Q), nếu mệnh đề 
P<==>Q luôn nhận giá trị đúng (True) với mọi khả năng đúng sai của các mệnh để 
thành phần . 
Ta có thể chứng minh một sự tương đương bằng cách lập bảng chân trị. 
Ví dụ: chứng minh :p and q = not(notp or not q). 


Bảng chân trị : 


D q p and q not( notp or notq) 
F  F F not (  T or T ) 
FE 7T F not ( TT or E ) 
T E F not ( EF or T ) 
T T T not ( F or EF  ) 


b) Một số tương đương hữu ích. 
( hãy chứng minh chúng bằng cách lập bảng chân trị) 


Cáchằng : P ortrue #= true 
Porfalse #=Z p 
p and true #=#  p 
p and false =  false 
tue ==>p = p 
false==>p = true 
DP == true = truc 
D==cfalse  #=  notp 
Luật loại trừ trung gian : p 0r no(p = (true 
Luật về mâu thuẫn : p and notp =  false 
Luật phủ định : notnotp = p 
Luật Kết hợp : pOr(qorr) = (pordq) or r 
p and (q andr) = (p and q) and r 
D==> (q<==>r) =  (p<==>q)<==>r 
Luật giao hoán : p andq =  qand p 
Pp 0q = q0p 
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luật phân phối 
Luật đồng nhất 
Luật De Morgan 


Luật hàm ý 


luật nếu và chỉ nếu 


P“==>q =  q<==>p 
p and (q orr) # (p and q) or (p and r) 
p or (q and r) =  (p or q) and (p or r) 

pPOTP = P 
pandp = p 

nof(p or q) =_  notp and notq 

not (p and q)#=_ notp or notq 
DFCq EZ  noftp ordq 

PF=EC=q #Z  nofq==>p 


(p and q)==>r) = (p==>(q==>r)) 
P<==>q = ((p==>gq)and (q ==> p) ) 


P<==>dq  ((p ==>gq) and (not p ==> not q)) 
P<==>q =_ ((p and q) or (not p and not q)) 


6. Tính thay thế, tính truyền và tính đối xứng. 





Khi 2 mệnh đề P và Q là tương đương thì ta có thể thay thế cái này bởi cái kia 
trong một mệnh đề bất kỳ mà không làm sai trị của nó. 
Ta có thể chứng minh tính chất của một mệnh để bằng cách biến đổi nó thành các 


mệnh để tương đương. 


Ví dụ: ta chứng minh rằng (p and (p ==> q)) ==> q là một lý luận hợp logic bằng 


cách biến đổi tương đương. 
(pand(p==>q)) ==>q = 


(p and (not p or q)) ==> q (hàm ý) 
((p and not p) or (p and q)) ==>q (phân phối) 
(false or (p and q)) ==> q (mâu thuẫn) 
(p and q)==>q_ (hằng) 
nof (p and q) orq (hàm ý) 
(not p or not q) or q (De Morgan) 
not p or (not q or q) (kết hợp) 


Quan hệ "tương đương" giữa các mệnh để có tính : 
+Phẳnxạ: p = p 


+ Đối xứng:nếup =_ q thìtacũng có q = p 
+Bắccầu :nếu p = q và q = r thìfacũngcó p 


7. Bài toán suy diễn logic. 





not p or (q or not q) (g1ao hoán) 
= nofpOrfruc # truc 


= . 


Xét bài toán : Trên hòn đảo có hai loại người sinh sống : quân tử và tiểu nhân. 
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Quân tử luôn nói thật và tiểu nhân luôn nói dối. Một người hỏi một dân cư A trên 
đảo : "có phải anh là một quân tử ?". A đáp :"nếu tôi là quân tử thì tôi thua tiễn anh 
". Hãy chứng minh rằng : A nhất định phải thua tiền. 
Ta mô hình hóa bài toán như sau : 
Đặt các mệnh để P:A là quântử. Q:A phải trả tiền. 
Kết luận phải chứng minh là Q. 
Khảo sát giả thiết của bài toán: 
+ Mệnh đề khẳng định : " A là tiểu nhân " là notP 
+ A phát biểu một mệnh để S. giả thiết cho biết: Nếu A là quân tử thì S phải 
đúng tức là: P==>S 
+ Nếu A là tiểu nhân thì S phải sai : not p ==> not s 
+ S là một hàm ý : " Nếu A là quân tử thì A phải trả tiền". 
Ta biểu thị S bởi: p==>q 
Như vậy tiền để là : (P ==> S) and (not P ==> not S) 
theo luật tương đương (k) ta có thể viết là : P<==>S. 
Bài toán được phát biểu dưới dạng thuần tuý logic như sau : 
Cho tiền để P <==> (P ==> Q) 
Có thể suy diễn được kết luận Q không ? 
Ta sẽ xác lập rằng (lý luận trên là đúng) mệnh đề (P <==>(p ==> Q)) ==> Q 
là đúng với mọi bộ giá trị đúng sai của các mệnh đề thành phần. 


Có hai cách : (a) Dùng bảng giá trị đúng sai. 
P..Q  (P<=(P=Q)) => Q 

T T (T <==> T ) ==> ÏT 

F T (F<== T ) ==> T 

T F (T<==- F ) ==> F 

F F (E<==> + ) ==> FE 

(b) Dùng cách thay thế bằng các mệnh đề tương đương . 
P<==>(P==>Q) =  P<=->(notPorQ) (hàm ý) 
=_ [(Pand (not P or Q)] or [not P and not (not P or Q )| 
(tương đương) 
mà not P and not (not PorQ) #=_ not P and (not not P and not Q) 
= not P and ( P and not Q) 
= (not P and P) and not Q 
= falseandno(Q  = false 
và Pand(notPorQ) =_ (PandnotP) or (P and Q) 

= false or (p and Q) 
=  PandQ 

Như vậy P<==>(P==>Q) =_  PandQ 


Từ đó [P<=—=>(P ==>Q)] ==>Q =  (PandQ)==>Q 
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not (P and Q) or Q 
(notP or notQ) or Q 
notP or (notQ or Q) 
=_ no(P or true =_ (rue 
Với các bài toán chỉ liên quan đến ít mệnh để như trong ví dụ trên, cách dùng bảng 
chân trị đơn giản hơn . Nhưng nên cố gắng sử dụng cách biến đổi tương đương, bởi vì 
áp dụng thực tiễn của nó là lớn hơn nhiều. 


§. Các luật suy diễn (rules of inference). 


Tương tự như bài toán ở mục trên, trong nhiều lĩnh vực, người ta cần phải xuất phát 
từ một tập hợp các tiền đề, và tìm cách khẳng định một kết luận có phải là hệ quả của 
các tiền đề đó không ? 

Cách giải quyết là người ta xây dựng cho lĩnh vực đó một hệ thống các tiên để 
(axiom§), tức là các khẳng định được xem như đương nhiên đúng (valid) và một tập 
hợp các luật suy diễn (rules of inference - tập các qui tắc cho phép xây dựng các 
khẳng định đúng mới xuất phát từ các tiên để và các khẳng định đã có ) . 

Trong khung cảnh này, một khẳng định được thiết lập như vậy được gọi là một định 
lý . Một chứng minh hình thức (formal proof) là một dãy có thứ tự của các khẳng định, 
mà mỗi khẳng định hoặc là tiên để, hoặc được suy diễn từ các khẳng định đi trước, 
bằng một luật suy diễn nào đó. 

a) Hệ luật suy diễn của Gentden cho logic mệnh để. Trong đó mỗi luật suy diễn sẽ 




















được viết dưới dạng:  S¡.Sa¿... :.Šạ 
S 
diễn tả nếu đã có các mệnh để dạng S$¡, S;,...,Sạ thì ta có thể suy ra S 
Các luật thêm vào Các định luật loại bỏ 
and_I and _E 
Pp:q p and q p and q 
p and q P g 
or lÏ or E 
P q p or q,[p]r,[qlr 
pordq pordq T 
==> Ì ==>_E 
lpl q P;:P==q 
P==>q q 
no(_I not_E 
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p.not p false not not p 
[p| false —_— 
false p P 
not p <==>_ E 
<==>_I D<==>dq D<==>©q 
P==>q.q==>p ———— ——— 
D<==>q P<==>q 
Pp<==>dq 








Các luật được chia làm các luật thêm và các luật loại bỏ : Các luật thêm vào cho 
phép suy ra một khẳng định mới trong đó có xuất hiện thêm một liên từ logic. Còn các 
luật loại bổ thì loại bỏ một liên từ logic. 

Luật and_I nói rằng nếu có thể chứng minh được p và q thì ta suy được ra p and q. 
Luật and E nói rằng nếu chứng minh được p and q thì ta suy được từng thành 
phần p và q. 

Luật or E sử dụng 3 tiền để : đã có p or q_, nếu giả định p đúng thì chứng minh 
được r, nếu giả định q đúng thì chứng minh được r. khi đó luật này cho phép kết 
luận r đúng. Đây chính là phân tích theo trường hợp (case analysis) vẫn thường được 
dùng trong lý luận hàng ngày . 

Luật ==>E thường được gọi là modusponens (tam đoạn luận). Nó nói rằng có q 
nếu chứng minh được p và p ==> q. 

Luật not_I nói rằng nếu xuất phát từ giả định p mà có mâu thuẫn thì cho ta kết 
luận notp . Cùng với luật này, cần bổ sung thêm luật về loại trừ trung gian true 

p 0r nofp 
được phát biểu như tiên để (tức là luật suy diễn không cần tiền đề). 


HI. LOGIC TÂN TỪ. 


1. Khái niệm 
Trong logic mệnh để , mỗi mệnh đề có giá trị xác định hoặc là T (đúng) hoặc là 
E (sai). Trong thực tế người ta hay gặp và cần làm việc với những khẳng định mà tính 
đúng sai của nó phụ thuộc vào các đối tượng thực sự được thay thế. 
Ví dụ xét phát biểu sau : “ x là số nguyên tố “. 
Gọi mệnh đề này là P(x), đây là một mệnh đề mà tính đúng sai của nó chỉ 


A1 


được xác định hoàn toàn khi ta "thế" một giá trị hằng cho "biến" x. 

Vídụ P(Š) là T(dúng), P(6) là F (sai). 

Trong logic tân từ , người ta phát biểu các mệnh đề bằng cách sử dụng những 
khái niệm sau: 
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a) Các hằng: là các đối tượng cụ thể tổn tại trong lĩnh vực mà người ta đang 
khảo sát. 

Ví dụ : + Các hằng số 5,6,10.2,... 

+ Các hằng logic T(đúng), F(sai) 
Trong trường hợp tổng quát ,người ta thường đại diện cho các hằng bằng các 

chữ cái viết thường ỏ đầu bảng từ vựng: a,b,c....ai ,bị, cị,... 

b) Các biến (Variable): là các tên tượng trưng . Mỗi biến được ấn định một 
miễn giá trị là tập các đối tượng mà nó có thể nhận. 

Vídụ: + Các biến số nguyên n,j,k,... với các tập trị là các tập con của 
tập số nguyên Z. 

+ Các biến số thực x, y,z,. với các tập trị là các tập con của tập số 
thực R. 

+ Các biến véc tơ V,W,... với các tập trị là các tập con của tập tích 
ĐềCác RXRXRX..XR (R') 

Thường dùng các chữ cái viết thường ở cuối bảng từ vựng để biểu thị các biến : 
X,y,z,..Xi,Yi,Z¡... Từ dây về sau ,mỗi biến nếu không được nói rõ đều được xem là 
biến nguyên . 

c) Các toán tử (Operotors , hay hàm (functions)) là các ánh xạ từ các tập hợp đối 
tượng vào các tập hợp đối tượng trong lĩnh vực đang khảo sát. Ta sẽ thường dùng 
các toán tử toán học sau : +,-,* ,/ ,div , mod 

Một toán tử có thể có một hay nhiều toán hạng (ngôi) . 

Ví dụ : + Toán tử "đối" (biểu thị bởi -) là một ngôi : -x 
+ Toántử - „+, -, * ,/, div, mod là hai ngôi : 2 +3, x * y 
d) Các hàm logic hay các tân từ (predicates). Đó là các ánh xạ từ tập hợp các 
đối tượng vào tập boolean {true,false}, ta sẽ thường dùng các tân từ là các quan hệ 
toán học như sau : 
+ Các quan hệ so sánh: =, <>, >, >=,<, <= 
+ Các quan hệ tập hợp :  c, 5, ... 
+ Các quanhệ khác : odd(x) kiểm tra xem x có lẻ không ? 
even(x) kiểm tra xem x có chẵn không ? 
e) Các liên từ logic : đây là các toán tử trên tập boolean mà ta gặp trong logic 
mệnh để: and, or, not, ==>, <==>. 
fñ) Các lượng từ phổ dụng W_ và tổntại 3 (sẽ nói rõ ở mục sau) 
Các biến logic , các tân từ trong đó có chứa các hằng hay biến hay hàm được gọi 
là các công thức cơ sở (formule elementaire) 
Ví dụ : Các công thức cơ sở 
- Biến logic : hôm-nay-trời-đẹp,, tôi-vễ-lúc-§-giờ ,... 
- tân từ `... 
x5 
x+5>y-3 


Trần Hoàng Thọ Khoa Toán - Tin 


‹Xự thuật lập trìuft dâng cao - 705- 





Từ các công thức cơ sở này,người ta có thể thành lập các công thức phức hợp 
(formule complexe) bằng cách nối kết chúng dùng các liên từ logic và các lượng từ 
. Mỗi công thức phức hợp có thể xem là một tân từ mới. 

Ví dụ : Công thức phức hợp 

a) Hôm _nay_ trời đẹp and x > y 
b) xX>y => X>z 


2. Các lượng từ logic 
Ngoài các liên từ logic , người ta có thể. tạo ra các công thức phức hợp bằng cách 
gắn với các công thức các lượng từ logic . 
a) Lượng từ phổ dụng. 
Để nói rằng mỗi phần tử của một tập đều có tính chất Pta dùng lượng tử phổ 
dụng VW (đọc là với mọi ). 
Ví dụ để nói rằng tất cả các phần tử của array a là không âm ta viết : 
V(i:0<= i<n:a[i]>= 0) 
Biểu thức này được đọc như sau : 


V(i Với mọi (số nguyên) ¡ 
: 0<=1 <n sao cho _¡ nằm giữa 0 và n-l 
:a[l]l >=0 thì a [i] là không âm 


Dạng chung : V (danh sách biến : R : P) 
Với :  R là tân từ hạn chế tập hợp được xét trong không gian định bởi danh sách 
biến, P là tân từ mà mỗi phần tử trong tập được xét phải thoả. 
Mệnh đề phổ dụng chỉ đúng khi mọi phần tử trong tập xác định bởi R đều thoả P. 
Ví dụ : Cho a là array [0...n-l] of Integer 
- Khẳng định : "a [k] là phần tử lớn nhất trong array" 
V(i:0<= i<n:a[k]>= a[il) 
- Khẳng định : "các phần tử của a tạo thành cấp số cộng b,b+d, b+2d,.. 
V(i:0<= i<n: a[i]=b+i#d) 
- Khẳng định : "a dược sắp theo thứ tự không đơn giản" : 
V(j:0 <=i<n and 0<=]j<n : ¡ <j ==> a[i] <= a [j]) 
nếu R =true, ta có thể bỏ qua : V (d::0= d*0) 
b) Lượng từ tôn tại. 
Để khẳng định có một phần tử của tập hợp có tính chất P ta dùng lượng từ tổỔn tại 
1 (đọc là: “ có một “hoặc “ tổn tại °). 
Ví dụ : để khẳng định có gía tri x trong array a ta viết : 
dq:0<= i<n:a[i]=x) 
Biểu thức này được đọc như sau : 


si tồn tại một (số nguyên) ¡ 
:0<=i<n sao cho_¡ nằm giữa 0 và n-l 
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.Xƒ thuật lập trìnÍt nâng eo 
TÍN ‹ thoả điều sau a[i] bằng x 


Dạng chung là : 3( danh sách biến : R : P) 
Mệnh để tổn tại chỉ đúng khi có một phần tử trong miền xác định bởi R thoả P. 
khi R =true thì ta có thể viết : 3(danh sách biến :: P) 
Ví dụ : cho hai array a và b 
- Khẳng định :"trong array a không có thứ tự tăng" 
4(i1:0<= i<n-1:a[i] >a [i+I]) 
- Khẳng định : "có ít nhất một phần tử của a lớn hơn mọi phần tử của b" 
d4(1:0<=i<n: (j:0 <=j<n:a[i]>b[j])) 
- Khẳng định "n là chấn" : 3d(m::n=2*m) 


c) Một số tính chất: 
- (:R:P) (:: RandP) 
- (:R:P) =ä  not(i:: R and notP) 
- (:R:P)= not (:R:notP) 
d) Các biến tự do và bị buộc (free and band variables), phép thế(substittfion) 
Trong biểu thức QŒ: rd) : p@)) (ở đây ta xétQlà W_ hay 3 ) biếni được gọi 
là bị buộc (band) vào lượng từ Q. 
Những xuất hiện của một biến ¡ không bị buộc vào một lượng từ nào đó trong 
biểu thức R,được gọi là tự do (free) trong R. 
Ví dụ trong biểu thức: 3đ(d:p=gq*d) 
các biến p và q là tự do, còn biến d là bị buộc. Các biến bị buộc chỉ đóng vai trò 
"giữ chỗ" và có thể. được đổi tên, nếu tên này không trùng với một biến tự do đã có. 
Vì vậy , biểu thức trên tương đương với : 
3(m:: p=g*m) nhưng hoàn toàn khác với : (p :: p = qÝp) 
Về nguyên tắc , một tên biến có thể vừa tự do và bị buộc trong cùng một biểu thức 


Ví dụ : Trong biểu thức V ( 0<i)and (¡:0<= ¡i<n:a[il=0) 
xuất hiện thứ nhất của ¡ là tự do, còn xuất hiện còn lại là bị buộc. 
Mặc dù ý nghĩa của biểu thức là rõ ràng nhưng nên tránh vì dễ gây nên lầm lẫn . 
Xét một tân từ chứa biến tự do. 
Ví dụ : is-divisorq)  3(d::p=gq#d) 
Ta có thể thay các xuất hiện tự do của một biến bằng một biểu thức để được một 
tân từ mới. 
Ví dụ: thế 2*q cho q ta sẽ được tân từ ¡s-divisor(2*q) mà dạng biểu thức của nó 
là : is-divisor2*q) 3(d::p=(2*q)*d) 
Chú ý rằngtrong 3 (d:: p=dg#d) biến p cũng tự do, nhưng vì ta không quan tâm 
đến phép thế cho p nên trong tân từ is-divisor(q) ta chỉ nêu q để giảm bớt đi các chỉ 


tiết không cần thiết trong diễn giải. 
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3. Tập hợp và tân tư. 

Mỗi biến có thể lấy giá trị trong một tập hợp xác định. Tập trị mà một dãy các 
biến có thể nhận được là tích Descarters các tập trị của từng biến. 

Ưng với một tân từ P(), với ¡ là (danh sách) biến tự do mà mỗi phép thế ¡ bằng 
một hằng sẽ cho giá trị đúng hay sai, ta có một tập hợp tất cả các hàm mà phép thế 
I1trong Pcho giá trị đúng. 

ký hiệu tập đó là: {i:P@)} 

Vídụ: {1:i>=0} "tập các (số nguyên) ¡ sao cho i không âm " 


{1j:1<j} "tập các (số nguyên) ¡,j sao cho ¡ nhỏ hơn j" 
Ngược lại ứng với mỗi tập S, ta xây dựng tân từ đặc trưng cho S đó là: 
P()=( 1€ S) 


Giữa các phép toán tập hợp và các phép toán logic có quan hệ chặt chẽ. 
{1:P@) or Q()}  ={1:P@)} U {¡:Q()} 
{1:P@) and Q@)} ={i:P(@)}  {1:Q0) ) 
Phần tử trung hoà của phép toán giao: tập vũ trụ (tích Descarters của các tập trị 
ứng với các biến trong danh sách biến) ứng với i chính là: {¡:true } 
Phần tử trung hoà của phếp toán hội là : {1:false } 


4. Các lượng từ số học. 
sử dụng ý tưởng của V và 3 ta đặt thêm các lượng từ số học để dơn giản hoá 
cách viết và dễ dàng áp dụng các phép biến đổi . 
Mỗi lượng từ sau sẽ biểu thị một hàm số học : 
- Lượng từ tổng S§ (sumation) 
S(I:r():f()) chính là », ƒ()_ với ¡ chạy trên tập hợp thoả rŒ) 


- Lượng từ tích P (product) 
P(i:r():f()) chính là IR ƒŒ) — với ¡ chạy trên tập hợp thoả r() 


Qui ước : 
S(1: false: f() ) =0 
P(1: false: f() ) = l 
- Lượng từ MAX và MIN 
MAX (I:r():f()) là giá trị lớn nhất của f() trong các ¡ thoả r(). 
MIN (I:r):f4)) là giá trị nhỏ nhất của f() trong các ¡ thoả r(). 
Qui ước : 
MAX (ï: false: f(1) )= - œ 
MIN (I: false:f())= œ 
- Lượng từN 
N(irq):P()) số giá trị ¡ trong miền r() thoả Pd) 
Tức là: N(I:r(): P(@)) = SŒ: r) and pQ): l) 
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Mỗi lượng từ mà ta xét ngoại trừ N la sự khái quát của các phép toán hai ngôi 
có tính giao hoán và kết hợp thành phép toán trên một tập bất kỳ. 
Ví dụ : 
S là khái quát của phép công ( +), P là khái quát của phép nhân ( * ). 
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